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. Cette seconde Partie- a pour objet prkiGipai.rin- 

tégration des équations différentielles. Mais nous ne 
nous soipaies p^s proposé -de traiter cette matière 
avee tôute Vétendue que permettrait I'éta£ actuel de 
la science. Nous avons voulu simplement présenter 

' lïn cours eléiQeDtaire de calcul intégral, à peu près 
tel qu'était celui, dé l'École Polytechnique il y a 
quelques, années^ Toutefois, nous avons cherché à • 
n*omettre. aucune idée importât) té, et à. préparer à 
la îecUire des ouvrages des grands géomètres, lant 
sur l'analyse pure que sur ses applications à la mér 

' canique et à la physique. G*est dans cette Vue par 
exeippjie que nous avons donné des formules pour 
la représentation des fonctions arbitraires par. des 
sériés trigonométriques ou des- intégrales définies 
;oûuItiples, et montré comment ces dernières peu"^ent 
servir à l'expression des intégrales., des équations 
dilFérentielles et des équations aux différentielles 
partielles. * , T ' , . ' ' 
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LIVRE IV. 

N D|;S ÉQUATIQNS DlFFÉR£NTI£liLËS. 



Dans les qUestiQiis que nous avon« traitées jusqu'ici , 
nous ayons eu occasion de reconnaître ^*îl' était sou- 

veut plus facile de trouver la dérivée d iinv lunclioii que 
celte fonctipn elle-même; et que cela tenait non-seule- 
ment à ce que l'expression de la dérivée se trouvait être 
plus simple en elle-même que celle dv la fonction , mais 
cnt orc parce que sa recherche était facilitée par le droit 
qu'on-a de né^iger certaines quantités qui n'influent pas 
sur les résultats du calcul . et en emliarrasseraient consr- 
déiablement'la viarché. ■ ] 

Tontes les fois qu'on ne peut calculer ^directement nne 
fonction, el que Ton peut parvenir à rexprcssion de sa dé- 
rivée au moyeu de la variable indépendante, la (jue-sllon 
est ramenée au problème do calcul (|ue nous avons traité 
précédemment, et qui consiste à remonter de 1% dérivée à 
*la fonction. Mais il JiWrive que trop souvent qtie la dé- 
rivée elle-même ne peut s'exprimer' imniétliaiement au 
moyen de 1^ variable indépendante » ec que les données du 
. problème conduisent seulement à , une équation oà la 
fonction se trouve mêlée k une du plusietu*s de ses déri- 
vées , eu mémo temps qn à là^variable indépcudanie. On 
II. . . . I • 



a uvu IV. 

a alors ce que roii appelle une t'(jnati(nî (iilléroiitiellc, et 
la clilBculté se trouve considérablenieiit aiiiruicntée. Elle 
l'est plus encore lorsque Ton a plusieurs fonctions in- 
connues d'une même variable, mèliiei à cette variable et à 
leurs dérivées respectives dans un nombre égal d'équa«» ' 
lions. Elle Test bien plus enfin lorsqu^il s'agit de (onc- 
lions de plusieurs variables indépendantes , et qn*on a 
des épations entre ces foncUons, leurs dérivées partklles 
et les Variables. El îl est facile de prévoir fjtte ces c|[ue8- 
lions, iiivciscs de celles delà ciiiiei'entialion, doivent se 
présenter à chaque instant. 

Dans la géométrie, par exemple, les considérations de 
tangentes, de courbure, de dévelôppées^ etc. , dépendent 
des dérivées des coordonnées au moyen de formules - 
connues* D'où il suit que toutes les fois qu'on voudra 
déterminer une courbe pai* des conditions dépendant de 
sa tangente, de son rayon de courbure, etc., si Fou 
admet; en outre , qu on parvienne à exprimer ces condi- 
tions, on n'obtiendra pas autre chose que des équations 
dinéreutielles j et alors se présente ce problème d'analyse : 
H Etant donnée une équaiîon entre une fonction, la va- 
» riable dont elle dépend et plusieurs de ses dérivées 
»- par rapport à cotte variable, déterminer cette fonc-. 
» lion. » 

Souvent aussi les dérivées ne se présentent pas d'elles^ 
mêmes dans rcxpression des conditions données, et oîi 
cbercbe à les introduire dans Vespoir de trouver à- cela, 

moins de difticulté qu^à introduire la fonction elle-nième^ 
Si l'on y parvient, la question est ramenée au même 
problème de calcul sur une et quelquefois plusieurs 
équations diûérejitielies. Les , questions de mécaniqi^e 
conduisent presque toujours à ce même ^problème, parce 
que la vitesse et la force motrice dans le mouvement 
d'un point matériel sVxpriment d'une manière géué- 



nrriokATioir d^s cquations oiFFinn^TiELLes. 3- 

raie, au/moyén des dérivées de ses cQOodoimées par 
rapport au temps. H résulte de là'cQie si le mouTement ' 
d'un point est connu , c'est-â-dire<si ses coordonnées sont . 

données en fonction du temps , on peut par de simples 
diflérenliatlons dé lei miner la iorce qui produit ce mou- 
vement; mais si, comme cela arrive le plus ordinaire- 
ment, on suppose la force donnée, et qu'on cherclie à 
en déduire le mouvement, on s§ trouve ramené à ce 
même problème général, inverse de celui du calcul diffé*. 
reniiel, et qui a^pou? objet de déterminei{des fonctions 
d'après des équations oà elles sont engagées d'une ma- 
nière donnée ayeé leurs dérivées et les variables indé- 
pendantes. • - 

Des questions physiques où il n'entre aucune considé- 
ration de forces peuvent encore ramener à ce même pro- 
blème d'analyse. Ainsi, Iors(|ue Ton connaît à un certain 
instant les températures de tous les points d'un corps , ou 
peut eiqprimeri au moyen des dérivées partielles de la 
température, par, rapport auib coordonnées , le flux de 
cbaleur qui traverse un élément .plan infiniment petit y 
dans une direction quelconque et eu un point quelcdnque. 
Or oiTa pu déduire de Texprçssion générale de ce Âûx 
l'élévatio& de température que subit un élément infi- 
niment petit du corps dans, un temps inBnimcnt petit, 
en négligeant toutefois des quantités infiniment petites 
par rapjK)rt à celle élévation. On connaît, par suite, la 
dérivée partielle delà tcmpéraïun par rapport au temps, 
et Ton a ainsi une équation entre cette dérivée et les dé- 
rivées de la même fonction par rapport aux cctordonnées. 
'Le problème de la détermination de la température îles 
divers poinls< du .corps à une époque quelconque,' s^est 
donc trouvé, ramené à ^intégration d'une équation entre 
une fonction de plusieurs variables indépendantes et plu- 
. sieurs de ses dérivées j)artieUes. Oii couçoit donc de quel 
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intérêt il «e^^ait pour le progrès des sciences niathémaliqaes 
pures ou appliquées , de résoudre le problème générai de 
rintégration de6 équations difiërentielles. On ne le peut' 
mallieureuBâment encore que dans des cas bien restreints ^ 
et c*est cette étude qui va nous occuper maintenant , en 
limitant toutefois les th^ries à ce qu'ellês ont de plus 
élémentaire et de plus essentiel. 



CHAPiïKË PREMIER. 

dbs. intégrales des équations différent1bixe8 

d'ordre quelconque. • • 

1. Intégrer une équation diflereniiplle entre deux va- 
riables X et j^, c'est trouver toutes les valeiu .s dej en 
fonction de x qui j satisfont -, ou, en d'autres ternutSy c'est 
trouver une équation entre xetjr qui soit une consé- 
quence de la proposée, et , réciproquement » donf celle-ci 
sdit une conséquence. • . 

• Souà le point de vue géométrique, c^est trouver foutes 
les courbes dont les coordonnées et leurs rapport^différenr 
tiels des divers ordres satisfont à cette équation. 

Considérons réquation générale de l'ordre m, c'est-à- 
dire celle où m est rindircde la dérivée de l'ordre le plus 
élevé qui y entre, quelles que soient d'ailleurs les puisr 
sances dont ces dérivées soient aHectées. Soit ce^te équa-* 
tion 

d"* Y . (Iy (I™~''y' 

Elle détermine en fonction de x^jr, ^> • • • > ^^^» et 
si on la différeiiti« successivement , les rapports différen- 
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INTÉGRATION U£$ ÉQUATIONS DlFt'J^aE^TIELLKS. 6 

tiel$ -r— n-»-T-^> eic. , seront déterinmës en foncUon 



des mèmeft quantités. 

Tome fotiction de x peut , en géftéral , être' développée 
en série, an moyen des théorèmes de Taylor,<>ù de Mac- 
laurin. Le premier "est moins sujet aux éxceptions , parce 
qu*on peut cboisir la valeur de x qui entre dans les 
• coefficients , de telle sorte qu^ancnn d'eux ne devienne 
infini. Dans ce cas, lu soi le scia nécessairement convcr- 
4 g<^nte, pour toutes les valeurs de x comprises entre cer- 
' taines limites déterminées ^ et quelquefois mèuie pour 

toute valeur de x. 
^ Soit donc la valeur la plus générale cpii satisfasse à 
. Téquation (t),. Si ^ ]si suppose dévelof^ble d'après la 
' formule de Maclaurin, on aura 



(.■=/.-H(£)/+(ë).-i^+. 



t { 



"et si Ton remplace tous les coefficients à partir de celui 
dè- jf*, par leurs valeurs en fonction des préoëdenUy dé^ 
terminées comme nous Favoiis dit, la fonction <ihercliéè 

sera nécessairement comprise dans celles que représente 
ce développement, puisque l'on n'aura exprimé que des 
* conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessaire- 
moiu à l'équation différentielle ; car, si Ton différentie m 
. fois les deux membres xle Téquation (a), on obtient pré- 
•cisément le développement de Féquation (i) résolue par 

rapport a • , • 

L'équation (2) donnerait donc la solûtion'complète de. 
la question , si toutes les valefurs de y étaient dévelop* 
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pables de celte manière. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut niaiHjuci que celles pour lesquelles certains roeiîi- 
cienls didctenticls cesseraient d'être fiuis.et déLermiuésy 
pour la valeur partictdière jc = o. " 

^. Si r on avait développé-, d'après le théorème de 
Taylor^ suivant les puissances de x — oPq^ on aurait en 
comme oonsëquençe de l*é{aaûon (i) 



(3) 



0 



les coefficients étant toujours dë(«rmi*és a pj^tir de Tor- 
dre m, a|i moyen de Téquation» (i)^. et se rapportant Â 
x^X9\ et réciproquement, Té^adon (i) se déduisais 
de celle-ci parut différentiations suooessiyés.' 

La valeur arbitraire Xq pourrait bien être choisie de 
manière à ce qu'aucun coefïirienl de la série ne devînt* 
infini, si ces coeflficients ne dépendaient que de mais 
comme ils renferment encore la valeur correspondante 
dej^ et de ses dérivées, il pourra arriver qu'une certaine 
fonction = (p (x), tout en satisfaisant à l'équation diffé- 
rentielle, rende, infinis ou indéterminés certains coeflQ-. 
.cients du développement» qiœl que soit Xo : nous en don- 
nerons bientôt un exemple. 

On voit par là que les formules (2) et (3) peuvent 
ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l'é- 
quation (1). Il est inutile de dire (jne ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont dévcloppables 
au moyen de Tune et de l'autre, puisqu'elles représentent 
/aloi's identiquement les iiièmes fonctions. Dans les limites / 
où elles sont sufiisamment conyergenteB, elles peuyent 
servir à dotmer, par approximation, la valeur de la fonc-' 

' ' . . ■ ' ■ ' - . • ^ 
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ITÎTIÎCRATION DES t(>UAT10NS HIFI tREM l ELLES. ^ 

. tien cherchée. On donne le nom d'intégrale générale de 

'* VéqoBÛon (i) à l'équation (3), d<»it Téqualion (a) n'est 

, , , .* qu'un cas particulier correspondant à Xo = o. 
^ L'équation (3) sadsfaîsant à Féqnation proposée, quelles 

' ^ que soient les valeurs des m premiers coefficients, j o? 

" (^J»^) ' P™q*i'»is disparaissent au moyen 

. des 771 différenliatioDS ([iil conduisent de réqualloii (3) 
à la proposée, nous en conclurons que Vintégrale gé^ 
nérale (Tune équation diffcrcntiellc de V ordre m rcn- 
Jerme nécessairement m constantes arbitraires qui sont 
les valeurs, de la fonction et de ses m — i premières > 
dérivées, correspondantes i i|pe -valeur de x prise à vo-> 
, ' ^ lonté. 

3. Il est facile de démontrer réciprof|urmenL que toute 
' équation entre x et j' qui satisfera à Féqualiori différen- 
; . , tielie., et renfermera m constantes arbitraires, est iden- 
tique avec l'intégrale générale représentée par le déve- 
*^ loppement (3 )r En effet, si 4'on conçoit qu'on développe, 
suivant les puissancq^ de la valeur de donnée par 
cette équatio^9 les.?|i premiers coefficients reufermeroiit 
^ Xo ctjes m constantes arbitraires, et pourront prendre 
tontes lés valeurs possibles, en choisissant couvenable- 
ment ces constantes, quelle que soit d'ailleurs la valeur 
qu'on prenne pour Xo\ ils peuvent doue être re^rnnlés 
.. comme entiércmcut arbitraires: et comme les suivants - 
. . en dépendent diaprés Téquation (i), le développement ne 
. différera pas de celui que donne lequation (3). D'où ré- 
sulte cette importante proposition , que toute équation ' 
entre x et y qui satisfait à une équation différentielle 
de Vordte m, en est Vintégrale générale lorsqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires , au moyen desquelles il 
soit possible de donner des valeurs arbitraires à la IbnC'* 
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lion et à ses m — i premières dérivées, pour uue.ceriaiue 
valeur de x. 

4. La dernière condition exprimée dans cette propo- 
sition est indispensable parce qn'une équation peut ren- 
fermer m co!istaiites , susceptibles d'être réduites à un 
moindre nombre par des u anslormations. Ainsi, lors- 
qu'on voudra s'assurer si cette équation constitue l'inté- 
grale générale, il faudra la difTérentier m — i fois, et 
chercher si Ton peut donner aux m constantes des valeurs 
telles , que pour une valeur donnée de X on en puisse 
tirer des valeurs arbitraires de jr et de ses m -— i pre- 
' mières dérivées. Et pour cela U suffira de reoonnattre sî- 
les m équations peuvent être résolues par>apport ànx ir. 
constantes , sans qu'il en résulte aucune absurdité : car 
alors pour une valeur quclconfpu! de x . on pourra choisir 
arbitrairement j- et st s m — i premières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu'une équaxiou du se- 
cond ordre fiiît satisfaite par J.a valeur 

• G, C étant des constantes arbitraire, on eu tirerait 

t. • ■ 

or, quelque valeur finie €|ue Ton donne h x, ces deux 
. équations donnent des valeurs finies pour CeiC\ si l'on 

• ]t*a pas a = a\ D*où il suit que, si a' est différent de a, 
la valeur trouvée de/ est Fintégrale générale. . 

. Si l*on'avait obtenu une solution de cette forme - 

^ = G$inajf + C'cosa;Pi . 

on eu déduirait , ^ 

rfr 



■ 



bigitized by Google 



INTéOBATIÔN DES ÉQUATIONS mPV!ianfTlKI.LES. ' 9 

d'où Ton tirerait toujours des valeurs finies pour C et C. 
pourvu que a ne fût pas uul j la valeur dey serait doue 
encore l'intégrale géuérale. 
11 en sera de même pour une expression de la forme 

=s C aÎD + <i ) H- C' sin (x 4- } ; 

si on la di^rentîe ^ et qu'on pi^enne , pour plus simpli- 
cité, j:o=o, on trouve ' . 

y , ss C sin a + G' sin 

■ 



et Ton tirera de là des valeurs finies pour C et C, si l'on 

n'a pas , • ^ 

^ sioacosa' — sina'cosas: Oy 

ou 

* 

n étant un nombre entier. La valeur dey sera donc l'in- 

tégrale générale, excepié dans ee cas particulier. 

Mais si Ton trouvait pour solution d'une équation du 
troisième ordre 

en diiïérentîant deui^ fois, pu^s faisant x ss o, on aurait 

r» = C sin a -f- C sin a' + C" sin û", 

(dY\ 
= C cosrt -h C cosfl' -j^ C " cos« 

— ^^^^^ =:CsiQ«-*-C'sia«'-hC"sinfl". > " , - 

Or^ la première et la troisième de ces dernières équations 
étant incompatibles, si on laisse. cl ^^^^ indépeu- 
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danls l'un de l'autre, on voit qu'il est impossible de dé- 
leriîiiner les trois constantes de manière qucy et ses deux 
premières dérivées aient des valeurs quelconques pour 
x=o'y donc la valeur dey n*e5tpas Tintégrale générale. 
Et il est facile de voir dans cet exemple que les constantes ' 
pouvaient être' réduites à deux; car, en développant les. 
sinus, on trouve 

== (C cosa -f- C ces a' + C cos a'' ) sînx 

-h (C sîo a + C sin a' -h C sîû " ) ces 

et' la valeur de y ne renferme, réellement que deux cour 
stantes arbitrairés, qui sonjL les coefficients' de sinx et 
çosx. • ' ' * 

5. Lorsque dans l'int^rale générale d*une équation * 
on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs des 

constantes arfiitraires qu'elle renferme , cette solution se 
ïwinmc une intégrale parîiculière. 

Lorsqu'on satisfait à une équation dillérenticllo au 
nioycii d'une équation qui n'est pas renfermée dans l'in- 
tégrale générale, on a ce que Ton appelle une solution , 
sin gulière , ou une intégrale singulière . 

Il faut alors , comme nous Favons déjà remarqué , que 
des coefficients di| développement (5) deviennent îidinis)^ 
ou indétcShnioés quel que soit 9 et par conséquent lors- 
qu'on le remplace par la variable x. Et comme ces coeffi- 

. cîcnls ne renferment que des dérivées d'ordre inférieur ' * 
à m , il en résulte que la valeur > = cp ( x) , qui constitue 
une solution sincjulière d'une é(juation dirtcrcntielle de • 
J'ordce m, doit satisfaire en même temps à cette équa- 

' tion et à une autre équation diilërenlielle, d'un tfdre , " 
inférieur, dans laquelle il n'entre aucune constante ar- \. ^ 
bitràire. ' ^ ; 

' • Si par exemple ré([uation pi oposée est du premier or- -, 
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dre, K's solutions singulières ne pourront être données 
que par des équations entre x al y sans constante arbi- 
traire; et, par conséquent, une solution renfermant une 
constante arbitraire ne pôurra être que l'intégrale géné- 
rale. ' ' 

Mais si réqoation proposée était d'un ordre supérieur 
au premier, Ja solution singulière serait, en général, une 
équation différentielle, d*un ordre inférieur d'une unîtif, 

qui donnerait une intégiale renfermant des cou s la nies 
arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des 
équations dillerentielles de l'ordre m peuvent être don- 
. nées par des équations entre x^y et m — i constantes au 
plus. On ne peut donc toujours conclure de la présence 
de constantes arbitraires, qu'une solution est une inté- 
gtale particulière et "non une solution singulière. 

d. Noos allons iaaintenant donner ub exemple du cas 
annoncé dans le n^S. Coni^dérons Féquatîon diflféren- 
.ti^ie- ^ 

• .^-h(/-x)'-i = p. . 
Oki èi| tire , parties d^(Eérentiatîons successives , * 



'\dx J _1 



U — ^) 



» 



«|t Fon trouvera , eu employant la formule (2} , 
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Ou rcconuait facilemcat qu'eu posant 



2 4 



cette ëquation. se réduit à 

et cette valeur se trouverait directement, en posant dans 
rëquation proposée jr-^x = Zyee qui la réduit à 

■ • 

d'où ' 

Z ^ dz=zi — (Ix', *• ■*«, 

' I 
» - • 

intégrant les deux membres, et ajoutant une constante 

ar])itraLre c à l un d'eux , ou aura . . 



d'où 



3 



Ij (c — a:) -, ou 7==a?-h j (c-^x)\ 

Cette éc^uation donne identiquement les mômes solutions * 
que la proposée, pourvu qu'il ait été permis de diviser 

par z\ ce qni exige que z ou r — X ne soit pas zéro. Si 
donc — = o ne peut satisfaire à la proposée, l'équa- 
.tion (a) en donnera toutes les solutions; mais sij' — x=-o 
y satisfaisait, il y aurait des solutions qui pourraient ne. 
pas être renfermées dans Téquation (a) \ et, en effet, . 
jr — a; = o ne satisfait pas À cette dernière , quelque va- 
leur que Ton donne à la constante arbitraire, et satisfait 
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rppeiidaiit à la proposée. Elle est doue ce que nous avons 
nommé solution singulière. 

Cette solution n'étant pas renfermée dans l'intégrale 
générale , voyons ce que deyiennjsnt les coeiBcients du 
développement le plus général de j, donné par la for- 
mule (3). « ' 

. Or il eslévident'que, si l'on fait = jr, tous lescoeffî- 
cients diilB^rentîels, à partir de -^^ « deviennent infinis ; 

et si Ton n'avait pas supprimé le facteur commun {jy —x) " 
aux deux termes de la valeur de elle se sèrait pré- 

'séntée sous la forme . 

' f mO . 

, Cet exemple montre qu*il peut arriver, comme nous 
Pavions annoncé précédemment, qu'une valeur de^ en :c 
satisfaisant à une équation différentielle, et développable 
suivant les puissances de ne donne cependant pas un 

(lévrloppoment possible en pai tant de Téi^ualion diift rcii- 
lielle proposée, et que, par i ons('(juf ut, on ne j^cut ré- 
pondre que l'intégrale, dite i^cncialc^ renferme toutes les 
solutions de Téquation proposée^ ou, en d autres termes, 
qu'il n existe pas de solutions singulières, 

7. S'il arrive que Tune des équations obtenues par la 
différentiation de la proposée , soit décomposable en deux 
facteurs doniFun soit d'un o^re inférieur à IVutrc, et 
qu'on égale à zéro celui de Tordre le moins élevé, on 

obtient une équation de plus entre les dérivées déjà ( onsi- 
dérées; il y aura, par conséquent, une arbitraire de 
moins dans ce développement de ({ui, en i^énéral, ne 
sera pas compris dans Tautre développement qui renferme 
m constantes arbitraires. 
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Considérons coinnic excmpjc ré(£uaiioii 
On tronTe , en la différentiant, 



dr \ d'y * 

2 -h X — == Of 



dx } dx 



il 



En ronsidéiaiit le facleiu du second ordre, on aura, par 
des diifcrcnûaiious successives, 

réquaiion [h] donnera en consé(£ij^eii^e, par ^e développe-; 
meul de MacJ,aurin, 

m 

En considérant maintenant le facteur du premier ordre^ 
ontt^uVe 

dy » ê}y ^ i d^y 



ObserVona maintenant que ^«^*e8t plus arbitraire parce 
qu*(m a deux équations entre or, yy-j-^et qu'on en tire, 

pour X = o , 

! ■ . - ' .. • ' 

On a donc, pour y, la valeur suivante sans constante 
arbitraire, . 



i 
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laquelle n'est pas comprise dans Tiiitégrale (jiû renferme 
une coastautc arbitraire, et, par conséquent, est une so- 
lution siugiilièré. 

jiutre moyen de déterminer les intégrales deséqtMtions 

différentielles* 

8. Au lieu du faire servir récjualiou difféi enlielle à la 
déteriuinatiou des coefHcie4ls du développement de Tiu- 
tégrale, on peut l'employer n calculer, avec autant d'ap- 
pros^imation que Ton voudra, les accroissements successifs 
delà valeur dey, et, par suite, cette valeur elle-même. On 
n^aura pas ainsi Texpression dey au moyen de x, maïs 
autant de valeurs particulières que Ton voudra; en d'an- 
ires termes, on coimailra approximativement autant de 
points qu'on voudra de la courbe représentée par l'équa- 
tiou que l'on clierche. 

Considérons d'abord 1 équation du premier ordre, que- 
Ton peut toujours supposer mise spps la forme 

djr =z F ^x, x) fix. 

Si Ton se donne à volonté la valciu^ yo correspondante 
à un X arbitraire Xo, l'équation donnera raccroissement 
.que prend y quand x devient Xo -h a; sa valeur sera. 

=ïF (xo,yo) «, en négligeant toutefois les quantités 
du second ordre par rapport à- a. Désignant par x', y' 
ces deiix nouvelles valeurs de x et y, Taccroissement de 
y relatif à un accroissement a de a/ aura pour valeur 

en négligeant encore les quantités du second ordre par 
rapport à a, ainsi que l'erreur encore plus petite prove- 
nant de la. valeur de dans laquelle on a négligé une 
quantité du second ordre. En continuant ainsi, et n^U- 
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I 

géant toujours les quantités du second ordre par rapport 
à a, on aura autant de valeurs que Ton voudra de ou, 
autant de points cpi'on voudra de la courbe qui satisfait à 

l'étjuahoii difréronliclle, et passe par le point arbitraire 
doiii les coordonnées sont x^^y^. On voit parla qu'une 
équation du premier ordre a une infini té d'intégrales qui 
ne diffèrent les uues des autres que par la valeur d'une 
eonsiante, qiiî est Xy coi respondaut h. une valeur de x 
choisie arbitrairement. L'expression générale dej*, résul- 
tant des calculs précédents, est 

* 

le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur 

de x que Ton considère; et Ton aurait sans erreur la va- 
leur de r en fonction de or, si l'on pouvait trouver la 
limite vers la(|uelle tend la somme de n-\- i termes de 
cette suite , en supposant na=zx — Xo » et a décroissant 
indéfiniment. 

• 9. 11 est à reniarcpicr (jue ceH(! manièi'c de déterminer 
les diverses intégrales de l'équation différentielle s'appli- 
que à toutes les solutions : les intégrales particulières et 
les intégrales singulières s'y trouvent également coni^ 
prises; ce qui n'a pas lieu dans les autres méthodes. 

On procéderait d'une manière semblable si Ton avait 
à intégrer une équation du second ordre» dont la forme 
peut toujours être supposée réduite k celle-ci : , 



On se donnerait arbitrairément les valeurs^, (^j-^ cor- 
respondantes à Xo, et l'équation ferait cojinailre 1 accrois- 
sèment de ^ ralatif à raccroissement « de x ; on aurait' 
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ainsi la valeur de —corresi^ondaiite k x^-^a'^ d'aillcars 

raccroissement dey serait conuu, puisqu'on donne 
On connaîtrait donc, pour la valeur x^^et, les valeurs 

conespondanlesdej^ et ~ \ et i on répéterait ind^iiniment 

cette opâ*atîon. On voit par là qu il y à deux constantes, 
arbitraires dans Tintégrale d*une équation du second 
ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait con- 
naître que par approximation les valeurs des intégrait s; 
on ne les connaîtrait cxacieiucnl qu'en déterminant la 
limite de la série quand a tend vers zéro, et qu'on pose» 
comme dans le cas précédent, na. = x —x*. 
y Les mêmes considérations s^appliquent évidemment 
aux équations de tous les ordres. 



I 
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CHAPITRE II. 

DES ÉQUATlOr^S DIFFÉiiEiSTl ELLES DUINE ÉQUATiOfi 

A DEUX VABIABLES. 



10. Si Ton considère une équatîon*à deux variables 
F (Xyj) s= o^et qu'on en déduise d*ttne manière quel- 
conque une autre équation qui renferme x^jr et des déri- 
vées dv j par rapport à cette dernière est te (|u'oa ap- 
pelle uùe équation différentielle de la première. Elle est 
une conséquence de cette équation, mais celle-cî nVn est 
pas toujours une conséquence nécessaiie. Ainsi, nous 
avons vu qu une fonction de:r n'a qu'une dérivée ^ tandis 
qu'une dérivée peut correspondre à une infinité d inté- 
grales , qui diffèrent par la valeur d'une constante. 

Si entre Téquation primitive et celle que l'on obtient 
en différentîant une fois ses deux membres, on élimine 
une constante a , on aura une certaine équation différen- 
tielle du premier oidre de la proposée. Et généralement, 
sî Ton dîfférenlîe TO fois la pi o])o5;ée, on pourra élimi- 
ner tn quel( oiKjues des cou^iaiiicî.'^ (|ui y entrent, et l'on 
obtiendra ainsi une équation différenliellc de l'ordre m 
de l'équation primitive, qui r(Mif(i niera ///. conslantes de 
moins qu'elle. On aurai t une équation dUicrent^ du même 
ordre si l'on^ éliminait entre les mêmes équations m autres 
constantes. 

On doit même observer que toute jéqtiation différen- 
tÎQlIe peut élie considérée comme obtenue de cette ma- 
nîèi'e ; car nous avons démontré que, si elle est de Tordre 

m, son intégrale générale renferme m conslanies arbi-' 
train s qui ne sont pas dans l équatiou diflérenlielle. Donc 
celle-ci ii'a pu èlie déduite de l'autre qu en éliminant ces ^ 
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constantes en lie elle et celles que Ton en aura tirées au 
moyeu de m diriérenlîatîons successives. 

Mais ces difTérentiations peuvent être faites de bien des 
manières différentes^ 

. Si par exemple on ne veut éliminer qu'une constante , 
• on pourra dîfférenlîer Téquation après Tavoir mise préa- 
lablement sous lellc loniic que Ton voudra; ou aura ainsi 
diverses équations du premier ordre, cl Ton éliminera la 
constante entre l'une quelconque d'entre elles et Téqua- 
tion proposée. . 

Si Ton veut éliminer deux constantes, on pourra diffé- 
rentier deux fois de suite l'équation mise sous une forme 
arbitraire^ on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Oii bien encore on éliminera 
d^abord l'ime d*elTes entre Técpiation pinj)osée et celle 
du premier ordre ([u'oti en déduira; puis, traitant de 
juème l'équation ainsi obtenue, on en éliminera la se- 
conde constante. 

Les combinaisons seraient plus multipliées encore s'il 
s'agissait d'éliminer un plus grand nombre de constantes. 
Or nous allons démontrer que, de quelque manière que 
cette élimination ait été faite, on obtient toujours Ja 

dy , 

mcmc equutiou entre ,r, j*, -7-1 etc.,et les constantes non 
éliminées. 

Supposons, en effet, s'il est possible, que Ton par- 
vienne ainsi à deux équations dilïérenles, en éliminant 
les mêmes constantes en nombre m , et soient ces deux 

d'" y 

équations, résolues par rapport à 
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Ces fouclioiis F, y, (Haut les dérivées m'""^' de la même 
fonolio^ jyOnl des valeurs égales, quel que soii .r. Soit 

Xu une valeur (j^uelconc^ue attribuée à x et j©» ^^^^ ' 

[ ) les valeurs correspondantes que pren tient y cl 

ses m — I prcmièries xlérivées, et qui peuvent être sup- 
posées égales à des quantités quelconques, en choisissant 
convenablement les.in constantes éliminées. 
Ainsi les deux expressions suivantes : 



m- - : 

doivent être ^ales, quel que soit Xo, pour toutes les va- 
leurs données arbitrairement aux quanti tés (^'-f^ 

jjfi-t I constantes non éliminées ; par consé- 

quent, toutes cesdtvierscs quantilés doivent y entrer d'une 
niaiiicre identique. Mais elles y entrent de la même ma-, 

nière que (U-m^t '* ®' constantes non éli- 

minées entrent dans les deux expressions de -r^ ; donc' 
ces deux expressions sont identiques, et les deux équa- 
lions différentielles, résolues par rapport à -y^y le sont . 

par conséquent j d'où se déduit cette importante propo- 

si l ion : 

De quelque manière que Von parvienne à une équa-* 
iion (lijféreritielle de Perdre m, en partant d^une même 
équation entre x et et éliminant les mêmes con^ 
stantes en nombre m, on obtiendra toujours la méfnp, . 
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1 1 . Cette propos! tiou donne lieu à quelques remarques 
utiles. 

Eu effet, parmi toutes les manières d'opérer ce calcul,- 
cboisissoas en particulier la suivante : 

Éliminons d'abord Tune des constantes entre l'équa- 
tion proposée et sa première dérivée. Éliminons de même 

iiiii: .seconde cnnslnnle entre rtHjualioii obleiuie et sa 
dérivée-, puis une lrt)lsièiue constante entre la nouvelle 
équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite, 
.jusqu'à ce que les nt constantes désignées aient disparu. 
Nous aurons ainsi réqiiation cherchée du m"*"' ordre; et, 
par les raisons déjà données, cette équation, et m^e 
toutes les intermédiaires, seront identiques à celles que 
Ton obtiendrait par d'autres pi océdés, en éliminant les 
mêmes constantes. Mais Tordre dans leqnel on élimine 
les m conslanles déier mine les équations intermédiaires 5 
et autant on peut laire de < ond)inaisons n à n avec m 
lettres, autant on ])onrr a oblcwir d équations dillérentes 
de l'ordre dont tJiacune ne }»ourra d'ailleurs avoir 
qu une seule forme. On tire de là cette conséquence im- 
portante : 

' Toute équation d^érenthlle de tordre m peut être 
déduite de m équations différentes de tordre m — 1 , 
qui renferment chacune une constante arbitraire ^ de 

'"^"î 1 équations de l'ordre m — a, quten renferment 

1 . . . j , — l )...(»! H- 1} j 

lieux ; et iicncraleincnt de — ^ ^ de • 

' ^ I .a. . . « 

r ordre m — n , renfermant n constantes arbitraires, 

iâ. D'après cela , si Ton a à intégrer une éc|uation de 
Tordre m , on pourra cbercber ses m intégrales premières. 

Si Von parvient à les déterminer, jon aura t/i équations 

dr èt'^-*Y - , 
entre x, y, 7 • ■ - , — » renfermant chacune une cou- 
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staiifc ail)îlraiiT. et valeutes chacune à la proposée; 
par couséqucDi, en éliuiiuaiit le$ m — i dérivées de jr, 
'on obtieudra uùe équation entre y et m constantes 
arbitraires : on aura donc Tint^rale générale de Téqua* 
tîon proposée.' 

Il es> quelquefois plus facile de trouver les intégrales 
premières de Téquatiou de l'ordre m -h i que Ton ob- 
tient en diiTérentiant la proposée. Mais alors l'intégrale 
générale de cette dernière sera celle de la première» à Ynm 
des membres de laquelle on aurait ajouté une constante 
arbitraire \ et si Ton connaissait Tintégrale de Téquation ' 
de Tordre wH- i , on aurait celle de la proposée en y fai- 
sant cette constante nulle. En conséquence on clicrchera 
les w -f- I intégrales premières; on en éliminera les m 
dérivées dej>', puis on supposera nulle la conslanle en 
question. Mais l'une des iuiégrales premières n'est autre,, 
chose que la proposée augmentée de cette constante, et se 
réduit, par conséquent, à la proposée, en supposant cette 
constante nulle; donc, si Von peut* obtenir m intégrales 
premières de 1 équation de Tordre m -f - 1 > qui ne renfer^ 
ment pas la proposée, il suffira d'éliminer, entre celle-ci 
et les m intégrales, les m dérivées de j^, et l'on aura 1 in- 
tégrale généi ale demandée. 

Si Ton peut trouver Tinlégrale générale de 1 équation 
de Tordre m+i par un moyen quelconque, elle renfer- 
mera m -h t constantes arbitraires; mais ces constantes 
seront liées entre eUes par une équation que Ton obtien- 
dra en substituant la valeur trouvée de y dans Téquation 
proposée ; de sorte que Ton aura seulement m constante^ - 
arbitraires, comme cela doit être. 
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CHAPITRE III. 

I!N TKGRALES SINGULIÈRES DKS ÉQUATIONS DU PREMIER 
^ ORDREy DÉDUITES DE L'iKTÉGRALE GÉNÉRALE OU 
DE L*ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 



13. Soit 

(i) - • F(^, y, «) = 0 

l'intégrale générale irune équalion diiïéreiilielle du pre- 
uiier ordre; a étant la coi^staïUc arbitraire, cpi, élimiaée 
entre Féquation (i) et sa dérivée 

conduit à réqnalion différonliello proposée. H s'apt de 
savoir .si ( cnU- doi nicrc peut adiucllrL* des soliilious ijui 
ucsoieul pas rcnfci nicos dans ] intégrale i^énérale. 

Or toute équation entre oc et ;^ peut se mettre sous la 
forme 

f étant une certaine fonction de x ety, et F désignant la 
môme fonction <|ue dans IVqualion (i) où Ton a remplacé 
]a constante a par la fonction ^, En effet, si Ton égale 
F (x, r, ^p) à une fonction quelconipic, on tirera pour f 

une valeur qui rendra celle équation identique. On peut 
donc supposer que réfjuaiion (3) représente une solution 
quelconque de l'éijuation proposée, et il icste à voir ce 
que doit être pour cela la loncliou 9* 

En différentiant Téquation (3), on trouve, en désignant 
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a^ LIVIE 

par ^ la dérivée totale de 9, 

équation dans laf|uell(' on peut rcmoUio la valcîur (jj ti^^e 
de (3) ; ce qui pioduii le même elïet dans los dt-ux pre- 
miers termes de (4), quen l*on tirait a de (i) pour le 
reporter dans (a). Donc» pour Fidentité des. valeurs de 

~) il est nécessaire et suÛisant que la substitution de 9 

rende • 

iK\ df^ dx 

y étant regardé comme la fonction de x cherchée ^ ce qui 
peut avoir lieu de plusieurs manières. * 

i**, Si^= o, y n'est autre chose qu'une constante, et 

l'équation (3) coïncide avec Fintégraie générale. 

«rr 

a®. Si Ton égale à zéro ^ , après la substitution de la 

'dy • 

valeur de 9 tirée de (3), ce qui détcimlnc la valeur cher- 
chée dej^f on a le uiéme résultat que si Ton déterminait 9 

par l'équation^ = o, et qu'on reportât sa valeur dans (3) . 

dy 

. D*où Ton conclut que> quand on a l'intégrale générale ' 
d'tme équation diilférentieUe du premier ordre, on aur^ • 
toutes les autres intégrales en éliminant la constante 
entre Féquation intégrale et sa dérivée partielle par rap- 
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port h la conslanle, égnlce à zéro; on sa dérivée partielle 
par rapport à y, égalée à l'infini. Néanmoins il faudra 
s'assurer si chacune de rcs hypothèses annule réellement 
le premier.membre de Téquation (5) et ne le réduit pas 

, o ' 
a — 
o 

* ' Il sera eiicore nécessaire de s'assurer si les solutions : 
ainsi obtenues ne sont pas renfemées dans l'intégrale 
générale. Dans- ce cas particulier, on aura une intégrale ; 
particulière au lieu d une intégrale singulière. 

14>. Sous quelque forme qu'on mette Téquation (i)^ 
l'application des r^les précédentes doit nécessairement 
conduire aux mêmes sblutioils , et cVst ce que Ton peut - 

vérifier en observant que le rapport des deux dérivées 



partielles 



(h fl Y 



sera toujours le même, après avoir 



substitué la valeur de y tliée de F — o, quoicjue cliacunc 
de ces deux dérivées change quand on transforme l'équa- 
tion Faso. En effet, si l'on a une équation quelconque 
F (x, ir, u) =:Q> le rapport des deux dérivées par- 
^tie.lles du premier membre par rapport à deux des va- 
riables, u ei z par exemple, exprime toujours, au signe 
près, la dérivée de Tune des variables u et 2 par rapport 
à l'autre; et par conséquent, après l'élimination de Tune 
des deux, il ne dépend pas de Ja lui me sous laquelle on 
présente 1 é(|uaLinn qui les lie. 

Ainsi, lorsqu'une trausfoiimation de Féquatiou (1) 

fera perdre des solutions à Téquation — = o , elle les 

<*• 

ferti acquérir à Tcquation jp = o» 

' : ■ W 

18. L'intégrale singulière a une liaison géomeiriquc 

très-.remarquc\ble avec l'intégrale générale. Va\ eliet, en 
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élimiiianla entre l'équatiou (1) ci sa dérivée pariiellc par 
rajpport à a, on a Téquation du lieu des intersections 
successives des courbes représentées par Inéquation (1), 
dans laquelle on fait varier a d^une manière continue. - 
Donc rintégrale singulière représente la courbe enve- 
loppe des intégrales particulières. 

Remarqua. — Si l'on construit, d'après l'éqilation dilïé- 
rcntielle, le lieu géométrique d'une quelconque de ses inté- 
grales, comme nous Vavons indiqué précédeminent, et que 
1 on choisisse pour l'ordonnée /o celle de la courbe enve- 
loj.pe , correspondante à Vabscisse Xo , Téquation devra 

dr 

fournir deux valeurs générales de ~t correspondantes ' 

i une à Tenveloppe, rautrc à I enveloppée, et qni iciuiit 
épales, pour le point connnun h ces deux courbes. La 
,construc liou indiquée fournira alors les deux courbes. 11 
y a toutefois une exception remarquable à celte proposi- 
tion : elle a lien lorsqne Tenveloppe qui représente Tin- 
tégrale singulière est une ligne droite. 

En effet, si Ton part d'un point de cette. droite, deux 

valeurs de ^ sont égales en ce point, et, par conséquent, 

les deux valeurs eorrespondanles de dv que Téfpiatiou 
Icia ( oiuiaitre seront les mêmes , connue cela a lien en 
£;éiiéral; mais, dans le ras actuel , une de ces valeur.^ sera 
rigoureusement exacte, et ce sera celle qui correspond à 
la ligne droite dont Féquaiion du premier degré donne, 
sans rien négliger, dy = pdx\f tandis que dans tout autre 
cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport 
h tljf^VL suit de là que le point voisin du poiut de départ 
appartient rigoureusement à l*cnvclo])[>c , et qu'on se - 
trouve, par conséquent, dans le jnêrne cas que le premier. 
On voit donc que, dans ce cas, rétpialion ùiiTérenlielle 
donnera rintégrale singulière seulement, et aucune des 
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intégrales particulières ^ et il est clair que c'est le seul cas 
où cela arrive : car, si le second point n'était pas rigou- 
reusement sur Fenyeloppe, Téquation ue donnerait pas 

deux valeurs rigoureusement égales pour — ? quand on y 

siibstitùeraît les coordonnées de ce point; donc, à la 
valeur suivante de x , on trouverait deux points au lieu 

d'un , et les deux lignes existeraient nécessairement. 

16. L'intégrale singulière peut aussi être déterminée au 
moyen de Féquation différentielle elle-même. Soit cette 

équation. 

(6) /(x,j'.r') = o, 

dans laquelle y' représente 

La représentation géon)élri([ue de la solution singu- 
lière étant la courbe enveloppe de celles qui représentent 
les intégrales particulières, celles-ci se coupent générale- 
ment les unes les autres; et, quand elles sont infiniment 
voisines j le point dUntersection devient un point de con- 
tact et appai^tient à Tenveloppe. Ainsi Téquation (6) doit 
généralement donner pour une même valeur de x et 
au moins cfrux valeurs différentes de j', et deux de ces 
valeurs doivent (l<'venîr égales quanci x et y se rapportent 
à un point de Tenveloppe , ou, en d autres termes, sa- 
tisfont à Téquation qui représente la solution singulière. 
On exprimera donc que Téquation (6) donne deux va- 

leurs égales pour y ' , ce qui se fera eu posant — == o, si 

f(x^ Xi y) est une fonction dont la forme .soit unique. 
Si sa forme était multiple, on pourrait la réduire à être 
uiii(jue^ ce qui rentrerait dans le premier cas : on pourrait 
anssi traiter successivement chacune des équations dis- 
tiiicles renfermées dans ,/ (.i , j . j') = o, ot exprimer 



5.8 iJVRi; IV. 

qu^ellus dounriit de s \ alcurs égales de y'^ ou bien qu'une 
valeur de y' tirée de l'une est éj^ale à une valeur de y' 
tirée de Fautre. Si par exempie Féquation (6) était ré^ 
solue par rapport à y, on ne pourrait employer quele 
dernier moyen et égaler ces valeurs deux à deux. Dans 
tous les cas, soît ^{x^ y') = o tine «(jualion expri- 
manl que réqiialion ((ij doiinedeux N aleurs rgales de 
]a solution sin^ulièn; dt vra satisfaire à ces deux é<jiia- 
lions, et par roiisé(nienl au ivsultat de ri-rmiination de 
entre elles. Opérant donc celle élimination , ou aura une 
équation entre .î', y qui renfermera la solution singulière - 
si elle existe. On vériiiera donc si les diverses valeurs de 
y enx qu*elle fournit satisfont k Féquation (6) ; et si Ton 
en trouve qui ne rentrent pas d'ailleurs dans Tintégrale 
générale, on connaîtra la solution singulière. 
Soit comme exemple 

(7) r=*/-t-/(y), 

f désignant une fonction qui n'ait qu'une seule valeur 
pour une même valeur de j^. JSous aurons, pour condi- 
tion d'égalité de deux valeurs de 

W x-t./tr')=ro, 

cl il faudra éliminer entre ( es deux équations. 11 reste 
à vérifier que ré([uaiion résultaule en a', r satisfera à la 
proposée (y). En effet, supposons que de Téquation (8) 
on tire^ s= <f (x) , et qu'on le reporte dans Téquation (7), 
on aura 

(9) J^=a:y(j:)-H/[y(x)J. 
En la différentiant, ou trouve 



» • . • 
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et, par conséquent, l'équatiou (g) pourrait s écrire ainsi : 

VA]ii salisfait donc à lV'(jualion diflércnlicllo proposée, et 
clic en foi nie la soiullon siiigidiè! c ; car clic ne rentre 
pas dans Tiutégrale générale, que nous déterminerons plus 
tard. 



V 



3u 



LIVRE IV. 



CHAPITRE IV. 

IWTÉGUATION DtS ÉQUATIONS DlFFÉUEiNTlELLES 
OU PREMIER ORDRE. 



il, L'cquatioii la plus géiiérale du premier ordre, et 
dans laquelle le rapport dUTérenticl ^ ne passe pas le 
premier degré , peut se mettre sous la forme 

Ody -h^dx = o, ou Q4--i-P = 0, 

P et Q étant deux fondions cjuelconqiiLs de x et y. On 
pourra ion jours y npplicjner le procédé j^énéral qui con- 
siste à dévL'iopj)er y au moyen du llicorèmo de Taylor ou 
de Maclauriu. 11 arrive quelquefois que la série peut être 
sotnméc; quclt[uefois aussi elle a une forme tfllement 
compliquée, qu'on ne peut pas parvenir à la réduire à 
une forme finie. Yoîci quelques exemples dans lesquels 
ce procédé s* applique sans diHiculté. 
Soil 

^ -h Ox^ =0. 

En la dillérculiaut un uombrc iiidélini de lois, ou trouve 

rf*r d'y 

d*r d^y ^ , 



* dx^ 
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Si l'on fait a? = o dans toutes ces étjuations, il vient 

{^r-"'" &\=-'''^'^ 



d'où 



1 — <7X -f- 4- . . . 

i.a 1.2.3 / 



1.2.3.4 1 .2. . .5 I . • .6 



■) 



* • • I î • • • > 



ou 



v = - -jr — + - 71- + r:r.3 j . 

ou , eu obscrvaul que j o — ^ peut èti c remplacé par uuo 
constante arbitraire c, 

= + + 777 ^ «T2; 3 j • 

LUnt^rale {[énérale étant connue, on obtiendrait les 
intégrales singulières par la méthode que nous avons ex- 
posée pi écëdemment. H est facile de voir qu*il n*en existe 

pas dans Je cas actuel. 

18, 5oit,cncore «J^"* = o, m étant entier 

cl posilii". ' > 



3^ i.ivni; IV. 

Ou obtient 9 par la différentiatîon » 

d'' Y dy 
dx^ dx 

d^ Y d^ Y 

dx^ dx^ * 



^«+1 y y 

X -+-(/«-*- n) - — j— sr o, 

w étant plus grand que I. 

Si l'on- fait a: = o, y et toos les coefficients diflérentiels 
deviennent nuls si Ton suppose qu'ils ne soient pas ipiijais, 

excepte 3-=- dont la valeur devient ~- y 

on trouve doue ^ = — 



ffi -H I 

Cette intégrale n'a pas de constante arbitraire et n'est 

pns, par conséquent, l'inlégraîe générale, Celle-cî n'est 
donc ])as dévcloppable F^ivant les puissances entières et 
positives de o:. Et, en effet , si I on intègre par les mé- 
thodes que nous ferons connaître tout à Tlieure, on trou^ 
vera, pour l'intégrale générale, 

^ _ C ajf" ^ ' ■ ' 



m H- 1 



La solution que nous avons trouvée est donc une intë- 
' : grftie particulière correspondante à c =:= o. 

11 est facile de voir qu'il n'y a pas d'intégrale singu» 
iière. . ■' 
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Des facteurs propres à rendre immédiatement intégrable 

le premier lucmhrc de l équation. Intégration de 
l équation linéaire 

11). Si le pi eiui( M luciubrcde l cquallon Q/-/) -hlV/x— o 
éuil la ciiffrieiiricllc <1 un* ronclion de et il serait 
ntM'OSsairc et suliisaiiL <|iic relie fout lion lût égale à une 
('OQsUnte pour que Téquatiou proposée fût satisfaite. La 
condition pour que cette circonsunce ait lieu est, comme 

nous 1 âvous vu, ^ = - — oi elle n a pas lieu , et qu c»i 

multipliant le premier memhre de l'équation par une 
fonction Vj il devienne la diiTërentielle d'une fonction n , 

cettcéquation sera équivalente k^da=.o^ et sera satis- 
faite, sottcn faisant du = o. d'où u = c^ l e cjui sera 1 iti- 
legi aie générale, t étant la coustaule arbitraire j soii eu 

posant ~ = o, ce qiû donnera une solution singulière, si 

elle lie rentre pas dans la prtu edentc. 
Ainsi , par exemple, l'équation 

petit se mettre sous la forme 



cl Ton y satisfait en posant* soit F = o, ^i t ^ (^) ss o, 
soit enfin 

cl te premier mcnitirc est une dilférentielle exacte, puis- 
que les variables sont scp.u ées. * 

IL 3 



3^ T.ÏVRl IV, 

20. On p<niî (1<'inojiU('r qu'il fxi.stc lonjoiir.s ui) iac- 
ivui (' r|si! vend (^dy-^^Vc/x dilféreulielle exacte. Kn viïvt, 
il <si (lémoiiiré que r^|ùniioii proposées une intégrale 
vcniermant une conslante arbitraire et que nous repré* 
senterons par F(;r,^, c)=o; et Téquation difTérentielle 
a été obtenue nécessairement en éliminaut c entre celte 
dernière et celle que l'on a obtenue en la différenlîant , 
a])ie"5 rav()ir transformée préalablciiKMit d'uuo manière 
({U('!( ;»tiiju<' . si on 1 .! «•onvenaî)le. Oî-. quo1<jn(' forme 
qu'on lui aildoimi'c, ikîus avoiis dc'Uioulré prcMH'dcmmtîiU, 
qu après réliniinaLioii de c, l'équation à laquelle on sera 
parvenu donnera identiquement en jr et la même va- 

k'ui pour 

Cela posé, concevons l'équation F (x, y, c) = o mise 

sous la forme ç (jc, j) = c, d'où ^ Jx -h ^ dj = o -, la 

valeur de ~- liiéo de cette équation , cl celle que donne 
tue , 

Téquation pro()osée devant être égales, quels qne soient x 
Cl ^ (n** 10), on aura identiquement 

dr 

x 

• r V 

TiràntdclàPetlei'eportantdans Texprcssion Qrfy-^'PfiXy 
on obtient . • 



VirJ' 



et, par conséquent, en multipliant la proposée par 

1 fia 

- : ^» son premier membre devient une diiléreutieiie 
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p 

cicacte. Ou voit, de plus, commenl le factetir>= ^ — 

t'Fi lié au premier membre de 1 intégrale mise sous la 
forme ^ = 0. 

^l. L exisirnrc» du facteur \^ vianl démonir^'c , il laut 
cberclicr ccinmout il est possible de le découvrir. 

11 est facile de former l équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir ridentité 

vQ vV fh fh i <lï' 'liV: 

Si i' j r-idcrnic à la fois x et } , <xHtc éfjuation est aux 
diflerenli elles partielles,, et plus diliicil*' à i ntéi^rcr que la , 
proposée. U faut donc renoncer, en géuéral , à la déter- 
mination de ce facteur. 

Mais si v ne doit renfermer qu^une variable, x par 
exemple, il est facile d'en déterminer la valeur. En effet, 

^ étant nul , l'équation précédente devient 



ou 



.1 1 ('j^^fjlQX, 



il cstMonc nécessaire que les cnefTicirnis donnés P et 
60ieui tels, que 1 expression - I ^ — j soit indépen- 
dante dey. 

Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en 
désignant par ^ (x) Tcxprcssioii précédente, 



1 dt» 

p dx ' -^ ' 



> 



3. 



■ 1. 
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a'où 



le coeffiricni c tiaiii aibiuaiic, oi dispara issaiu d ailleurs 

lit' Jui-nirmc. 

Kii inu'i;raiu, par los procédés icUuh aux diûcreii- 
liellcs dos fonctions de deux variables indépendantes , on 
Irouve 

1 •« (!i.scii>sion serail la mùiue pour les facteurs iudépen- 
tlaiiis dv.x.' 

22. Le calcul prdrédrnt deviciuli ali pins simple s'il 
s'aj^issaii de rtMjuaiion 4- P/'/x u . 11 laudrail alors 

^§^^^r,n^^ .... 

X cl X| désignant des fonctions qiiel< oii(|ues de x» Vé-» . 
quation doit donc èire de la forme 

</>'H-(XjH-X,)^/« = o. • 

Vai multiplia lit par ie facteur qui dcvienl'e'^''^'^, 

a _ • / ' 

+ ^^''•^/^ + X, /'^^te = o; 

d'où 

j<? *+" 7 X, fc'-' r/jp C, 

C désignaiii une couslanic arbitraire. On lire de là 
Telle csi riiitégrale générale d^ Y équation linéaire 3n 



on a 
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))t'emwr ordre, I.a consiant<ftarbitrairepi'ovGiiaiii de fX,dx 
ilisparaît d'cllc-m(>me, et la constante C est la seule qui 
t nUv<lans l.i valeur do j . 

Coiisidéroiis , coiiiuio ^pplicalicm lrès-siin])li' , laques- 
liou suivante qui a été proposée aux gcoinètics pui* M. de 
Bcaune , ami de Descartes. 

Trouver une courhfi felloy que la sous-tangente soit à 
l'ordonnée comme une ligne constante est à V ordonnée 
do celle courbe, diminuée de celle d*une droite inclinée 
diin demi-angle droit sur Vaxe des x. 

En prenant l'origine au poîiii de rencontre de relie 
droite cl de I axe des a , clic aura jiuiir (Vjuaiioii x ^ > , et 
la coudiliou donnée sera représeulée pai 1 éij^ualiou 

dy y — X (h 

= ». , ^ y z:^ — X, 

<lx . a tu: ' 

a étant la valeur Joiinéc de la lii^ne ronslaute. 

Celle étpialton linéairc> iiuVgiée par un quelt onqiie 
des procédés que nous avons indiqués , Joune 

C étant une constante arbitrairc> . 
> Si maintenant on prend pour a2(e des'oiMa droite donc 
l*cqnaiion est )^ = ^ -f- a , et que !*on conserve la môme 

direcUoii pour l axo des ^\ ou aura 

ys=sC<?*, et, par suite, y=rC«W*- 

La courbe est donc une logarithmique dont les ordon- 
uées l'ont avec Taxe un an^le égal à un demi-angle droit. 

23. Nous avons prouve qu*îl existe dans ton^. li s cas 
un facteur propre à rendre le premier membre iitié- 
grablc. Voyous s'il n'en existe qu'un seul. 



38 I IVRK IV. 

Soit une première foiicii#n icUe, que |/(Q6jy-i- PJjcj 
soit ladifTéreatielle d^une frnicdonude a;et ilestd'a- 
bord évidej» t quo le fadeur p y (//) rendra encore le premier 
membre hitt'gral»le: c ;ir, puisque? v (Q<^/f -h T^flx) = du^ 

ou .'uu a 1 ( -T- V(1a:) ~ [u] r/a, ce qui est la 
diirércnliollc (le J'j(it)(Iu. 

Soit niaintmant V une autre fonctiou quelc onque iclle 
que ^ [Q^dy -^Pdx) -z ril\ {' désignant une ioDCtiou 
de .r et y* On en déduit l'identité 

V 
It 

Or, le second membre étant une différentielle exacte, le 

premier qui lui esl idenlique vu x et j* devrait aussi eu 

être une; ce qui ne saurait être sî ^ n'était pas une fonc- 
tion de la fbu« lion u st ulcnirMl. Ce dcrnior poiiit , (pi on 
admet assez ordinaircmeui comme évident, a cependant 
besoin d'être plus rigoureusement établi. 

Il s'agitdeprouvergénéralementquesironaM=:y(jc^7), 

[(f f d f ~ 

— (Ix -H (]) 

ne peut être une difTéreutielle exacte relativement aux 
deux variables x, clj', si l'on n'a pas 

- F>,r);=>K«) = -^|/(x,r)]. . . ^ 

quelle cpic soil d'ailleurs la fonelion 

En elït'i , éliminons ) au moyen de 1 équation 
F (jCjj). deviendra une fonction de u et Jt, ^(z/, x) . L'ex- 
pression qui était une différentielle exacte relativement 
k X et y, le sera relativement à xel u; ^ {uyx) du sera 
donc une difTérentielle exacte d'une fonction des deux va- 
riables indépendantes :c et m; ce qui serait absurde si ne 
icsiaiL daub cette expre^bion qui ne reurenue pas dx. 11 
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ïiiii' tl'iiK (iuL* ""^ { « , x) nv rc!ifiMiU4' que rt . pai lou- 
sccjaciit, (]uc i (j:^, /) aoh unv ioncûuu de u ou de 

Âiusi, en rcvcnanl à notre quesiioii pariicnlièio, si un 
facteur donne au premier membre la forme de la diffé^ 
renticlle d^une fonction u de x^y, les facteurs qui jouisseur 
exclusivement de la même propriété seront de la forme 
t'ç (m) , çp désignant une fonction arbitraire. 

L'équaliou proposée devient ainsi 

duz=zo, ou f ( u) du £=: o, 

d'uù Ton Ji'duit également u — c, c désignant une cuu- 
slaii le arl)i traire. 

Tous CCS facteurs conduisent donc au jnèmc résultat , 
et ils ne diffèrent entre eux que par le facteur ^(u) qui 
est bien une fonction de or, /, mais qui se réduit à une 
constante arbitraire en vertu de Tintégralc fi s= c. On 
Toii 4ue, si Ton connaissait deux facteurs différents qui 
rendissent le premier membre de l'équaiion intéprable, 
en égalant Icui' iajtpuilà une cousiaiilc aibiUaire, ou 
obtiendrait riuléfiiaie ;;éuérale. 
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CHAPITRE. V. 

JNTKGKATION DKS ÉQUAÏlOKii UOMOGËNËS, ET DE 
l'équation UMÉàlRe, PAR LA SÉPARATION 
DES VARIABLES. 



24. Ou pai vient (jiu'lfjuctols , par un diangemenl de 
vai iabîrs, h ramener aux quadratures riotcgratiou de 
j\'qualion donnée, c esl-à-dire a séparer les nouvelles va- 
riables dans Téqualion iransformée. 

Considérons d'abord une équation homogène quel- 
conque 

c tist~à-dire telle, que M et N soient des fonctions homo- 
gènes du même ordre f» de a: , y. On sai t qu'une fonction 
homogène de Tordre m des variables a: , r , « , ... est celle 
qui se trouve multipliée par le fat tcur g'" quand oy 
change respertivemeni Jcs variables en gx, ^ j gz, elc. . ' 

l'osunsj^ = ux, iVoù (ly = udx -j- xdti. 

J.es lomlions M ci \ seront égales à Jc'" multiplié par 
des ionclious de cl Téquatiou divisée par a:"' prend la 
foitue 

F ( ) <te tt) ( «/te -h ar</a> = o , 

ou 

[F (u) iij\it)'\€lx xj\^u ) du ^ o , 

ou 

ti,jc f'[ a i du 

cl les variables sont séparées.. 
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doà 



<f désignant une fonction connue. 

n est facile de reconnaître que toutes les courbes ren- 
fermées dans cette équation \, et correspondantes atnt di- 

vri ses valeurs de la constauk' r , som semblables cl oui 
rorigine pour reniie de similitude. 

Eu effet, si 1 ou mène par ce j)oiiil une sécante quel- 
touque, les abscisses des points de rencontre avec ces 
différentes courbes sont entre elles comme les valeurs des 

constantes correspondantes » pnis([ue le rapport est 

le méme^ les distances iWl originc sont donc aussi dans 
le rapport de ces con s tan les, et, par conséquent, toutes 
ces courbes sont semblables et ont Torigine pour centre 
de similitude. 

Le premier membre est devenu une difîérentie|Iê exacte, 
en le divisant d* abord par x", puis par 

•• xÎF(«)^ »/(«)], ou xF^-^ j -hj/^^y 

Donc , en somme , il a été divisé par Ma; + Nj". 

Ainsi , le facteur propre, à rendre le premier membre 

immédiatement intégrable est " « Si Mr/x'H- IStlj 

était une dilféreuliclle exactt;, — et i ^ei aient deux 

facteurs qui rendraient le premier membre intégral de; 
leur rapport serait donc égal à une constante, cl l'iutC' 
grale générale serait, pur conséquent, Mar H- = c. 

£ù. L oxnrossion — étant une diilercnticiio 
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exacte, la coiàdilioii coiiiiut; ioii(iull a 1 c-i|uaùuii 

(iM m iŒ dm . 

M """"^ ÏT "* 

Ainsi, quelle que soit la ioiRiloii homogène \i ilc 

<!U r/M 

JC 1- )■ — — 

i Vidiu m, rt'xnriissioii — est constante. On 

* M 

en connaitra la valeur en prenant la fonction particu- 
lière je:'", et Ton trouve m. Doue on aura généralement 

: dVL <ni „ 

or — - -h / -r =: i«M, 
lU: dy 

et T'ui ictiouvc ainsi iv ilicuièmc des lonclîons, iionio- 

20. Premier exemple, — Sftit 

[ax -h bj ) (U ~ [nix /n) fij\ 

En posant 

y=suXf d*où djr =s udx 4' xdu, 

1» » • ^ dr ax by ^ , ^ 

ivduaCion ijrooosee -7-= deviendra 

' ^ ^ ftx mx-^-ny 

■du « 4- ôif ' du . a'^^ib -^tiAu — nu* 

|;t-foX— ^ = ! , OU X =5 • — ' 

tlx m-hnu dx m^^nu 

d'où Ton tire 

dx .m-hnu 



> • 



du; 



les variables étant séparées» on inu ^i cra les deux mem- 
bres, ce qui iiVimra aucune dîlliçuité. *0n remplacera 

ensuite u par et 1 ou aura l iulégraie générale de i équa- 
tion proposée. - . ; 
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27. Deuxième exemple, — Soit 



Celte équation étant em-orc homogène rolatlvt'nienl à .4' 
et on posera uXj, et l'on obtiendra , toute réductiou 
faîte, 

dx dtt 

xdu = //x y t -t- • ou — = 



intégrant les deux membres, et désignant par c une con- 
stante arbitraire , il vient 



X • 



d'où 



Ou eu tire successivement 
et enfin 

Troisième exemp/e. — On pcui quelquel'ois, par 
une transformation simple, rendre homogène une équa- . 
tion (|ul ne Test pas. Soit, par exemple, 

(«X H- by + /// ) Uj: = ( px 4- qy 4- dy; 

pour faire disparaître les içnnes iadépeudauls de x el > , 
soient 

et déterminons a et 6 par les deux condi lions 
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aq — bp^ aq — bp^ 

* l supposons craboid (jiic I on n ail p.is (U/ — h/) ~ o. 
l. équation propusée se trouvera ramenée à Ja suivante ; 

{aj/-^bx')dx'=:{px''^rjy)</y, 

qui est homogèue, et que l'on intégrera comme préct^dem- 
ment; puis on remplacera x' eij' par x — a , y — 6, 
Mais cette transformation serait impossible si Ton avait 
rt<7 — bp = o. Dans ce cas, Féquation piu|)08©c devient , 

en leujpiaeaut <f par sa valeur 

( ax -h ) [ adc — pUj ; = a ( ml/ — imU ). ' 
Ou posera alors 

et Féliminatiou de j donnera 

flw H- m^.H- {b -h p) z 

les vai KtbU'b i titnt séparées, le pruiiième est lamcué à 
celui des quadratures. 

Dans le cas géuéral , on aurait encore pu rendre l'équa- 
tion homogène , eu posant 

iix -4- /// = / , pu: -j~ (jy -i- h z= n , 

d'où Ton lire 



^= = f-, 

(/r] — />p " tiq — bp 

et l'écfuation proposée se trouve transformée dans la sui- 
vante, qui est homogène : ' ' 
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21). Prenons pour application i^cométrique une ques- 
tion qui a beaucoup occupé les géomètres à loriginc du 
calcul intégrai, et qu'ils appctlaient \e problème des tra- 
jectoires. Il s^agit de trouver uue courbe qui coupe , sous 
un angle donné, toutes celles qui sont renfermées dans 
une é({iiatîon donnée 

, dans laquelle le. paramètre a peut prendre toutes les va- 
leurs possibles. 

Si 1 on tlc.^i^iu* par m la laui^iîuiu <i(: l'aiii;l(' donné . par 
x\ y les ( nordonnéo.s d'un point (piclcoiujnc? du lieu, <'t 
par a Tani^K ijuc forme avec l'axe des a: la tangente à la 
combe donnée , on devra avoir 

•<^). ' = — 1(P 

Or Téquation (i) donne 

' • " • 

Téquation (2) deviiîjidra donc 

^ ' . \dy dx'da^J d/dx' 
et comme on a en même temps 

F(*',y<t«) = o, 

si Ton élimine a entre cette équatiou et Féquation (3), on 
aura une équation entre les coordonnées d'un point quel- 
conque du lieu; 

Examinons en particulier k cas où 1 eq^iation (i) est 
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de la forme 

(4) = 

ou aura 

elTéquation Jcvîcndrâ 

eu «^liiuiuaiiL a ciiirc celle équation Cl la première, on 
obtient 

/ dY\ cIy 

(5) m \nx^py ^ j - 4-/»/ = . 

» 

ëquation homogène qu'on intégrera sans difficulté. 

i". Supposons, par exemple, « = = réquatiou 
donnée (4) dcviciii 

et représente toutes les droites qui passent par l'origine. 
jLi^é([uatîon (5) devient 

Or reconnaît ici que le premier membre devient une 
diffère miellé exacte, en le divisant par a:* -H y*. On aura 

doue, rn iulégiaiil, • ■ ' 

in (*' -hT"')' — arc lang ~ = c. 

Si f on passe a dos coordonnées polaires, en posant 

x~r cos • = r siD 0, 



pu tiouve 
d"où 



Uiyiiized by Google 



IMXORATION P£S £QU(\T1U^S UlFFlLUENTlELLES. 4? 

f 

OU, en faisant e'" = c\ 

i 

Ou nbiicnt ainsi une iniinifédc spirales 1t»garillm.i(|ii('s 
s<>'nil)laljli'> , avani le uii iiie point asvni jîiolc. 

2". Supposoiis iji = y:> ce (jui don ne Ucs trajectoires 
orthogonales \ Féquatiou (5) se réduit à 

d'où l'on lire 

Suivant que netp seront dé mêmes signes ou de signes 
contraires, rctte équation donnera une infinité d^cllîpses 
OVL dliyperboles semblables, et qui seront les seules 
'cotirbes jouissant de la propriété do couper à angle droit 

toutes les paraboles ou les hyperboles renfcrméos dans 
] t'ijualiou 

Si Ton a, de plus, 7t r= ^; t= i , la trajectoira a pour ëqua« 
• lion 

4- = c, 

■ < o fjui donne uu reiele ((uelroucpic ayanl jKmr eeuîre îo 
point de concours des droites rcpré.scnlées par 1 équation 
donnée 

Si A =: — p = t , les courbes données ont pour équation 

■jr = -» ol sont toutes les bypcrbolcs équilalères ayant 

pour asymj)lotes les axes de i ooidoujiées. Les iraje* loires 
tiiJî pour é(piar.<)ii générale .r* — ") "'-- el >oni loutes 
les 11 vperl.ulo équila'ei cs ivatit pour .'.svniplob > les bis- 
sectrices des angles des asvinptoles dos premières. 
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4* 

30. Equntiofi iiiuaire. — On )khu «Micoin. par un 
dmiigcmcut de variables, inlégrer réquaiioii linéaire du 
premier ordre 

//y -i- Xji'ii» •+• X» «te o. 

Soil Y~ uz-^ u « i z ('ianl des fonruoiis de x indéierini- 
uécs , on aura dj — udz + zdu^ et eu substituaut, 

U(h + zda -h ILmdx + X| «te = o. 

On peut déterminer d'abord u d'après la condition 
du H- Xudx = o , et il en résultera ttdx -hX^^dx z=o. 
Or les variables se séparent dans Favant-dernière, en 

divisant par u\ t e qui donne ~ -h.X.dx =: o. 

En intégrant, il vient lo^u -|- /Xrfor= o, la constante 

arbitraire étant comprise dans rinlégiale indélinie. 

On tire de là m = e ; substituant dans l'équation 
tidz 4- Xj rfcc =: o, il vient 

^-A^,fo^X,d'«=o, d'où /xy^'^'^^te-hC, 

C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inlé- 
• grale, qui sera prise à partir de telle limite que 1 on vou- 
dra. On aura ainsi 

La constanlo arbitraire de J\,/x disparaît d\;lle- 
mômc de rette expression, et il n en resie qu une, comme 
cela doit être. On retrouve ainsi l'intégrale déjà donnée 
par une autre méthode. 

31. Équation de Barnoulli, — On peut ramener à 
1 équation linéaire la suivante, qui a été traitée d abord 
par' Jacques Hernouili i 

-h X/<te = X, "'te . 
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Si Ton pose 



I — ' — 1 



zssjr*, d'où " et, par suite, rfpr=— -« " «fa, 



on trouve, en substituant dans la proposée et rédoisant, 

cquaiion linéaire dont riiitégrale est, d'après la formule 

précédente, 

La râleur de jr s'en déduit immédiatement. 
On peut arriver au même résultat par une autre trant- 

formation, déjà employée pour réquatiou linéaire. 
Soit^ = uz'^ Féquation proposée devient 

et peut se partager dans les deux suivantes : 
d'où l'on tiie 

l'intégrale y X/2r étant indéliuie. On en déduit 
1 = _ ^"^ ^''^ ( jf X.e-'^'^ rfx + c) . 

La constante introduite par fXdx disparait évidem*^ 
ment, de sorte qu*on peut prendre cette intégrale à partir 
d*une valeur quelconque ; y ne contiendra donc que la 

seule eonslaiiLe C. 

Remarque. — On peut quelquefois déterminer l'inté- 
grale générale d'une équation du premier ordre, dont on 

n. 4 
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foiinaîl une intégrale parliculièro, au moyen d'une Iraiis- 
iormaiion irès-simple , employée par Ëuler. 
Soit, par exemple, 

-h X/<ir = X| dx 4- ^x dx. 

Celte équation a de pius que la précédente le terme Xj^/o:; 
mais rcxposaat n-\-\ a la valeur particulière 2. Suppo- 
sons que z soit une fonction de x qui satisfasse à roue 
équation saiis renfermer de constante arbitraire , et po* 
sons^ = 2 + u , Il étant une fonction inconnue de £n 
ayant égard à Féquation 

+ X = Xi + Xsd^ , 

qui a Heu par hypothèse , il restera 

<fic + (X — asXi) udx = X, n^dx* 

Cette éfjnation étant renfermée dans cellè qui vient 
d*être intégrée, on en tirera la valeur de u , avec une con- 
stante arbitraire, et Ton connaîtra, par suite, la valeur 

générale de y. 

Si Ton n'avait pas n -f- i = 2, la même substitution 
ferait encore disparaître H^dx, mais elle introduirait de 
nouvelles puissances de^ qui ne permettraient pius d'in* 
t^rer la transformée. 
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CHAPITRE VL 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE, DANS LESQUELLES 
LA DÉRITÉB ENTRE A UN DEGRÉ SUPÉRIEUR 

AU PREMIER. 



32. Si 1 ëqualiou renferme ^ à des puissances supé- 

lieares k la première, H qu'elle pfaiflse être r^étokie par 
rapport à cette quantité , on aura aiosi plusieurs équa- 
tions de la forme P</x + == o que Ton tÀchera d'in- 
tégrer. Soient (p (a:, j , c) = o , (x, 7^, c') = o, etc., 
ces diverses iutcgralcs dans lesquelles c, c',..., désignent 
des constantes arbitraires •, toutes Irs solutions de Féqua- 
tiqn proposée seront renfermées dans la suivante : 

On pourra eûectuer les calculs en considérant la con- 
stante c comme la même dans les différents facteurs ; car, 
comme ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, 
on n'altère en rien les solutions en représentant les con- 
stantes par la même lettre. 
Soit, par exemple. 



dx 



on aura les deux iut<%rales 

s= AT H- c, J = — ffX -4- c', 

et Hntégrale complète sera 

(y — fljf-f-c). (^-1- — = 0, 



4- 



Digitized by Google 



52 UTU tV. 

OU y ce cjui est plus simple, sans être moins général, 

{X — — c) (j^-è- — = o, ou {jr — c)'~ o. 

Suppoions plus généralement 



m- 



ri soit a une racine quelconque de FecpiaLion F (z) = o j 
on satisfera à la proposée en posant 

-p- = a, on rs=«*-|-c, on ^ =«• 

On a doqei ponr une inl^rale quelconque 9 

et, par conséquent, cette derni&re équation est rint^rale 
complète de la proposée. 

33. Soit maintenant une équation différentielle de de-^ 
gré quiconque, homogène par rapport à x, jr^ 

On posera 



doù 
et 



dx dx 



La proposcc devient ainsi 
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du 

et il en résulte m valeurs de u + ^ -7~ fonction de u. 

dx 

Fèur chacune d'dles on aura une éijuation de la forme 
d'où Ton Lire 

dx du 

el les variables sont séparées. 

34. Lorsque Féquation ne peut être résolue par rapport 
X dr 

à ^9 etqu^elle peut Tètre par rapport à jr oux^ on a à 
considère rFune des deux formes générales. 

• f ' dr 

p désignant le rapport différentiel ^* Dans Tun et l'autre 

cas, la diiréreiitiation conduit à une équation du pre- 
mier ordre entre deux variables p el x, ou et ^, Si Ton 
peut en trouver une intégrale première dans laquelle ne 
rentre pas la proposée, on éliminera p entre elle et Téijua- 
tion proposée , et Ton aura Tintégrale générale cherchée. 
Ce procédé conduit à une simple quadrature lorsque le 
second .memhre ne contient que la variable p* 

35* Si l'équation a la forme 

j = xE(^)iH-/(p)^ 
la différentiation donne 

pdx =r ?Xp)^ 4- xF' (p) dp +/' (/;) dp. 

Cette équation, étant du second ordre » a deux intégrales 
du premier : l'une.^ qui e(dnciderait avec la proposée aug- 
mentée d'une constante^ Vautre, que Ton obtiendra par 
de simples quadratures, eu observant que cette équation 



Digitized by Google 



54 urmx it. 

est linéaire par rapport k x et dx. Éliminant p entre 

celte intégrale et Téquation donnée , on aura l'intégrale 
générale , et l'on en déduira les intégrales singulières 
d'après la théorie exposée précédemment. 

96. Dans le cas particulier où F (^7) = ;?, on a , 

J =;«-»-/(/» Ji 

en diÛ'érentiant , il vfent 

équation à laquelle on satisfait die deux manières. 

Si Ton pose dp=zo^\\ yient =5 c , et éliminant on 
a pour rintégrale générale 

Si l'on pose x [p) ~ o, vl que i on élimine p entre 
cette équation et la proposée , ou aura l'intégrale singu- 
lière ^ car la Taleùr de p tirée de la dernière équation 
sera une fonction de et Télimination conduira au 
même résultat qu'en subsUtuant cette fonction de x è c 
dans Tint^rale générale : la solution qu'on obtient ne 
résulte donc pas d'une valeur particuli^ attribuée à la 
constante. 

On voit d'ailleur-s <|u éliminer p entre x -hf (p) = o 
etj/' — px -i-J {p) revient à éliminer c entre 

x-¥-/'(c)=so et r = 

et comme (c) est la dérivée de cx-h/'(c), par rap- 

port àc, on parviendra à la solution singulière de Té- 
quation dont jr=zcx +/( c) est l'intégrale générale. 

37. Nous allons appliquer à la résolution de quelques 
questions géométriques le procédé que nous Tenoos de 
faire connaître* 
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Soit proposé de trouver une courbe telle, que le pro' 
(luit des perpendiculaires abaissées de deux points Jixes 
sur une quelconque de ses tangentes soit constant. 

Désignons par a cla distance de ces devx points, et par 
b* le produit des perpendiculaires ; prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés, et pour axe des oc 
la droite qui les joint : la condition donnée conduira im* 
médiatement k l'équation 

le signe supérieur correspondant au tas où les deux [winls 
sôntd'un ni^nie côlé de la laugenU', et le sigue inférieur, 
à celui où ils sont de côtés diilérents. Ou tire de celte 
équation 

(i ) x=p.r + sjiy dzb' î'/j' dz b' i 

ce qui est un cas particulier de Téquation 

Ensuivant la marebe indiquée généralement , ou iiou\e 
(a) ^4x^-^i^_1==o, 

^ . L ^{c'±b^)p'±b^J >. 

posant <^ s= o, d'où pssa^ a désî(§uant une constante 
arbitraire, puis éliminant p entre cette dernière équation 
et Téquation (i) , on aura Fintégralo générale 

^ = <M? -h ^(<r» A») a'd: b\ 

qui représente une. infinité de droites, tangentes à 
courbe ayant pour équation 

(3) (c'±:ù')/'àzb'x=-±{c*±ù')ù-. 

d'où Ton peut déjà concliu^e que dette courlie est la solu- 
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tioii singulière, puisqu'elle esl l'enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où l'on prend les signes supérieurs j elle 
n'est autre chose qu'une ellipse dont les foyers sont les 
deux poinu donnés > et dont le petit axe est ^al à a ^. Si 
Fon ppend ks signes inférieurs^ les deux point» étant de 
côtés différents de la tangente, les perpendiculaires sont 
respectivement moindres que les segments de la droite 
égale à 2c , d'où résulte c<^&. La courbe est donc alors 
une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés, * 
et pour axe imaginaire 2b. 

Le second facteur de Téquatiou (a) doit aussi donner la 
sidutîon singulière , comme cela a été démontré générale- 
ment. En r^alant à zéro, on a 

(4) JP+ *^ ■ =Q. 

Eliminant p entre les équations (i) et (4)» on retrouve 
l'équation (3) , comme cela devait être. 

Bans cette question , la courbe que Ton avait en vue de 
déterminer est donnée, non par Tint^ale générale, 
mais par la solution singulière ^ ce qui montre que cette 
dernière doit toujours être cherchée avec le même soin 
que la première. 

38. Oft donne tleux parallèles, et sur chacune (Telles 
un point Jixe ; et Von demande V équation de la courbe 
teUcf quen lui menant une tangente quelconque y les 
segments déterminés sur chaque parallèle entre le point 
fixe et le point de rencontre aveé la tangente donnent 
un produit constant b*. 

Soit a a la droite qui joint les deux points fixes; pre- 
nons Torigine en son milieu , Taxe des x suivant sa direc- 
tion , et Taxe des j parallèle aux deux lignes données. 
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La conditioii donnée fournit l'équation 

Le signe H- du second membre se rapporte au cas où les 
deux segmenté seraient d'un même côté de Taxe des et 
le signe — au cas où ils seraient de o6tés différems. 
On tire de cette éqUation 

d'où, en difléreutiant, 

On aur^ nnti%rale générale en posant . . 

^ = 0| d*où 

ttx 

a désignant* une constante arbitraire ^ et substituant eihp 
dans l'éc[uation différentielle de la courbe ; ce qui donne 

On. aura la solution singulière en éliminant p entre Té- 
quation différentielle de la courbe et la suivante : 

jr-f- , = o. 

Ce calcul conduit à l'équation 

qui représente une ellipse ou une hyperbole, rapportée 
à un système de diamètres- conjugués, suirant que i*èn 
prend les signes supérieurs ou- les signes inférieurs. 
L'intégrale générale représente toutes les tangentes à 

l'une ou à 1 autre de ces deux courbes. 
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39. Pioposoiis-uous encore de délcrmùicr la courbe 
telle, que la partie de cfiacune de ses tafigentes^ inter- 
ceptée entre deux droites reetangtdaùw , soit égale à 
une quantité donnée a, - * 
' En prenant les deux droites rectangulaires, pour axes 
de coordonnées ^ on est conduit à Téquation ' 

ap 

le radical comportant le double signe. On trouve , en la 
différentiant, 



<(p I a; H î 1=0. 



L*int%rale générale sera^ en désignant par c'une con- 
stante arbitraire , 

ae ^ 

on obdfndia la solution singulière en élî minant jei entre 
Téquation différentielle de la courbe et la suivante : 

d 

X H ^ s= o. 

On tirera d'abord 

qui , remis dans la première, donne 

tirant de là la valeur dc p, et la substituant dans la pié- 
cédcn^f oh parvient à Téquation 

dont la discussion est très-facile. 
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Nous allons démontrer maiiileiiaul que celle courbe 
n'est autre que rëpicycloïde qui serait engendrée par un 

point d'un oerde ayant pour rayon ^ et roulant intérièn- 

rement sur un cercle de rayon a. . * 

En effet, soit OB {fig^i) un rayon quelconque d'un * 
cercle ayant pour rayon a; décrivons un cercle qui ait « 
pour diamètre BC» moitié de ÛB) et' prenons Tgrc B!Vi 
égal à Tare BA , Â étant un point fixe du premier cercle; 
Je point M appartiendi^a h Tépicycloïde en question , et il 
s'agit de prouver qu(* Ja partie de sa tangente au point 
quelconque M, qui sera comprise dans l'angle droit YOX, 
est égale à a. 

Or, la normale à cette courbe étant BM, la tangente 
sera MG, et il faut prouver que Ton a LN = a. 

Remarquons pour cela que» d'après la théorie de la 
mesure d^ angles , • et la • condition ÂB BM , Tangle 
BCMestdoiA>1ed€ NOC, et par conséquentNOGssCNO; 
d'oùCN = CO. 

On prouverait de même que l aiigle LCB est double de 
LOC, et que, par conséquent, LOC = OLC, d'où LC = OC 
et, par conséquent, LN =: a ; ce qu'il fallait démontrer. 

40. Équation différetUieUe de la dét^eloppante du 
cercle. Son intégration. — Désignant par a , 6 les coor- 
données d'un point quelconque d'une courbe quelconque, 
et par Xj 7 , relies du point correspondant de sa dévelop- 
pante , on aura les deux équations 

djr dot </« g»-- j? . 
Dans le cas où la première courbe est uq cercle , on a 

et on aura l'équation de sa dérelpppante en éliminant- «c 
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cl è cnlre ces irois écj^uatious. La dernière doime 

qui, comLiiiéc avec la seconde, dutmc 

a« -4- S/* ss a*, 
La première devient 

ei l'ëlîmiiiatioii de « et 6 eonduit facileinent « ré|iitlifMi 

du second de^i é * 

(i) («<fe4->'^)«=s<i«(ii»»-i-rfr»), 

<|ui , résolue par rapport à y, pourrait être traitée par la 
méthode précédemment indiquée, calcul que nous n'ef- 
fectuerons pas. On en déduit d'abojrd une relation très- 
einiple entre Varçs et le rayon vecteur r mené du centre. 
£n effet, puisque r*, on a ^ 

de plus 

•n obtient donc immédiatement 

rdrissadtf 

équation qqe Ton trouve directement par la figure j d*ott 
résulte 

Si Ton fait commencer les arcs à partir de la naissance 
de la développaute , ou aiu-a r = a pour s = q\ donc 

Cssd* et #*=3tf*-htf*. 

On obtient une autre formide simple entre Taie de la 
développante et son^rayon de courbure qui n'est autre 
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chose que rarc'correspondantda eende. £b eiïet, on a un 
triangle rectangle formé par le rayon vecteur de la déve- 
loppante, la tangente au cercle, qui eat le rayon dè cour- 
bure, et le rayon du cercle, d'on réduite 

et) par suite, 

Maintenant, pour inférer l'équation (t), nous la trans- 
formerons en coordonnées polaires; elle devient alors ' 

d OÙ l'on tire 

rfO = — r 9 

or 

et, «n intégrant, 

0 s _ 1 4t* 4* arc sin ^ -h C; 
• a r . 

faisant commencer les angles au rayon vecteur égal à a , 
on a 

C = — - et • = - ^F*^a* — arcGos^) 
2 a r 

équation que Pou trouve à la seule inspection de la figure. 

On en peut déduire Féquation entre a: et ^ en la met- 
tant d'abord sous la forme 

0 -J- arc cos - = - v-ï^' + r' — û% 
r a 

puis prenant successivement le sinus et le cosinus des 
deux membres ; ou obtient ainsi 



a . - , / «' .1 / 

-fmO-4-cosO 4 / I : = 8in-V^>-4- jr>U.a> 

r y a 

-CosO — sinô i/ 1 — — = cos- v^-c'-f-/» — «». 
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MullipiiaDt la- première par aidO, k seconde par ooa9, ' 

et ajouUûl , OD trouve ~ pour pi eiuier membre, et mul' 
tiptiant par r, on pbtient 

équation que Ton trouverait directement . comme uous 
Tavons déjà dit, 259 , en projetant l'abscisse et For^ 
donnée sur le rayon mené au point de contact du oçrde 
et de la tangente mobile. 
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CHAPITRE VII. 

■ 

ÉQUATIONS DIFFÉRBNTlBLtBS TOTAjLES. 



41 . La première tfuestion que jipiis àirons traitée dan$ 

le calcul intégral ^ eu pour objet tic trouver uuc ionC"' 
lion d'une seule variable , lorsqu'on connaît rcxpression 
de sa différentielle* au moyen de cette variable seulement, 
j^ous avons considéré ensuite las fonctions de plusieurs 
variables indépendantes, et nous nous sommes proposé de 
les déterminer, connaissant l'expression de leur difféisn- 
tielle totale, ou, en d'autres termes, de toutes leurs déri- 
vées partielles du preQiier ordre* Revenant ensuite au 
premier problème, nous l'avoos étendu au cas où la diffé- 
rentielle par rapport à la variable indépendante unique 
renfermait dans son expression la fonction elle-même 
mêlée avec la variable indépendante : c'est ce(piî consti- 
tue Tîntégration des équations différentielles à deux va- 
riables. X^ous allons maintenant étendre de la même ma- 
ilîèrele second problème, et supposer quela difTérentielle 
totale de la fbnction inôonnoe de plusieurs variables in- 
dépendantes renferme la fonction.mèlée avec ces variables. 
Les équations qui donnent une pareille eicpression à la 
différentielle de la Ibnclion cherchée, se nomment équa- 
tions différentielles totales. Nous nous bornerons à celles 
qui renferment trois vai iablcs. • • * 

Leur forme la plus géuérale est 

0 R 

(i) Pé/Lc Q<(r + Rrf» =3 0, ou «tr = r- ^ r<j — -(iz\ 
X sera considéré comme la fonclioii des variables indcpcu- 
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dantes z\ cl la dilïércnliellc totale de x renferracra à 
la fois cette fonction et les variaLles indépendantes : 
Q, R étant des fonctions quelconques de ùc^ y y 

Si<ron ocnaaissait la valeur de x en ^ et s, en la re- 
mettant dans ces trois fonctions, — ^ et — ^ seraient 

lâeBtiqseaienl les dérivées partielles de te par rapport 
et s» Donc d^abordy si Ton dierche la fenotion la plus 
générale de y qui satisfasse à la condidon que sa dérivée, 

par rapport à jr^ soit — .^9 z étant considéré comme |ine 

constante, la valeur cbercliée de x sera renfermée dans 
celle que Ton aura ainsi délerniinée; et il ne restera plus 
qu a l'assujettir à satisfaire à la seconde condition. 

Il faut donc d'abord intégrer Tcquation 2~ = — : 5» 

• I 

dans, laquelle z est une constante. Ce problème rentre 
dans la théorie précédente ; et, en le supposant résolu, on 
aura une éqfuation' U = o entre x, j^, z, C ; C désignant 
une quantité arbitraire, indépendante de x, y, mais qui 
peut renfermer z d'une manière quelconque j et il s'agit 
maintenant de déterminer C, s'il est possible, de manière 
que 1^ dérivée partielle de par rapport à ^, soit identi- 

<|uement — p ? au moins, lorsqu'on aura substitué à ^ sa 

valeur tirée de U = o. 

JDifférentiant réquat|on U s o» «n traitant y .comme 
constant, il vient- 



rfU d\] {dx\ 

— -I- — I — I H — £= o; 

dz dx \dz j 



dU dC 
dQ d^""'* 



dx IL 
et substituant ^ ^ ^ valeur -r- ^ qu'il doit avoir, il sera 
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nécessaire et suffisant 4e satisfaire à réquation 

dans la^dle x est censé remplacé par sa valeur. 

Mais, comme G ne doit pas renfermer jr, il est nëces- 
sure que la substitutioD de x dans cette équation en ftsae 

disparaître^. Si cela.n^a pas lieu, le problème est im;^ 
possible; et si cela a Ijeu, on a une équation différentielle 
du premier ordre entre C et z. Sou intégrale générale 
renfermera une constante arbitraire; et reportant la va- 
leur de C, qu'on en déduira, dans l'équation U = o, on 
aura l'équation qui détermine x de manière à satisfaire 
aux conditions proposées. 

On voit que la question n*est pas toujours susceptible 
d^une solution, et que, quand elle en a une, Fint^rale 
est donnée par une équation entre or, z, qui renferme 
une constante arbitraire, et que Ton obtient par l'inté- 
gration de deux équations du premier ordre, à deux va- 
riables. 

A% H suit de là que quand la question proposée est 
possible, l'équation différentielle résulte de râimination 
d'une constante arbitraire entre une équadon k trois va- 
riables et sa différentielle totale égalée à zéro; et celle 
considération va nous conduire à un proposition impor- 
tante. 

Soit V = C Fintégraic de lequation (i) résolue par 
rapport à la constante arbitraire C En la différentiànt, 
Télimination de C se.trouvera effectuée, et le résultat sera 
identiquement le même que si l'élimination s'était faite 
autrement. 

L'équation 

d\ ^ dV ^ rfV , 
U. 5 
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devra donc être identique avec Fëquation loncpi'oii 
anra réduit le coefficient de la même différ^tielle, par 
exemple de dXf à avoir la même valeur de part et d*aatre. 

£V 

Multipliant donc Técjuation (i) par ^» elle devien- 
dra identique avec (3), et son premier membre sera, par 
conséquent, la différentielle exaete d'une fonction V des 
trois variables indépendantes x, y, z. D'où se lire cette 
conséquence^que lorsque la question admet une solution^ 
le premier membre de Véquation donnée devient une 
d0erenti8lle exacte quand on le muhipUe par une eer^ 
taine fonction des trois variables. 

Soit fi le facteur tel , que ^tVdx + fJtQ ^ + fxRdle soit 
une ^fférentielle exacte, ou aura les trois conditions sui- 
vantes : • * 

<l>ftP _rf.ftQ rf.BiP ^ rf.ftR r/.pQ rf.ftR 
4y' Âp' dM ^ dx ^ ^ dz dy ^ 

ou, [en les développant , 

dV ^da dO ^da 



ds d» ^ dx"^ dx* 



dO ^du dK \du. 

Si Ton multiplie la première par R, la seconde par 
— Q, la troisième par P, qu'on les ajoute ensuite, et 
que Ton supprime le facteur (a, on devra avoir identi- 
quement 

dK\ rfP\ ^ fdP dQ\ 



Digitized by Google 



■ 



uiTÉomATtoir DKS iitxaàxwM DivnûtnrnLLES. (î^ 

n sera donc inutile de cberclier à rendre la question 

quand celle idenlité, facile à vérifier, n'aura pas lieu. 

Réciproquement, toutes les fois qu'elle aura lieu, la 
question admet une solution; car nous allons démontrer 
que daus ce cas le premier membre de l'équatiou (2) de- 
Tient indépendant de y quand on en élimine j?. 

Mais, pour plus de simplicité, nous supposerons que 
Féquation U o ait été résolue par rapport à la con- 
stante G, et soit remplacée par U ^ C, ce (|ui ne chan- 
gera rien aux conditions. L'équation (2) se change alors 
en la suivante': 

dV 

dis ^Ix dC 

-i 7- = 0» 

et il faut toujours que la substitution de a? en fasse dis- 
paraître y. 

Soit \^ le facteur qui rend Vdx H- (^dy différentielle 
exacte} ou a 

vPdjB-i-vqdj-^zdl} 

et 

dU ^ dV 

La quantité qui ne doit plus renfermer est 

dV 

dV ^ dx ^ 
dz P ' dz 

et il suffit d'exprimer que sa dérivée par rap^iort à jr est 
nulle, en considérant x comme une fonction de y , dont la 

dérivée partielle par rapport à jr est — ^* On obtient ainsi 

dzdx dzds'f \dy dx'v) [d/ /tr'pj""^* 

5. 
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En multipliant par P et observant q^e-^ = i Q, el 
^ = i/P, les deux premiers termes de? ienucut 

d9 dz 

OU, en développant, 

P-^ — Q^j se réduit à 

Rj» — • condition précédente devient donc, 
en supprimant le facteur commun f , 

'(ï-f)*«(S-ï)-»&'-S)=- 

équation qui ne diffère pas de réqualion (4 ). Donc cette 
équation, déjà démontrée nécessaire, est en même temps 
suffisante pour que la question proposée admette ime 
solution. 

On procéderait d'une manière semblable dans le cas où 
le nombre des variables serait plus g^and. 



Digitized by Google 



umtoBATtov DBS ÉffftAnom*, ntffrtfanniiujtt. 69 



. CHAPITRE Vm. 

DES ÉQUATIORS UHÉAIRBS D'uN ORDRE QUELCONQUE. 



43. On appelle ainsi celles dans lesquelles la foQCÛon 
chefcliée et ses dérivées jusqu'à l'ordfe m n'entrent qu'au 
premier d^^, et ne se multiplient pas entre elles. Leur 
forme générale est 

A,. . *, U, y étant des fonctions quelconques de x. Ces 
éqiiations jouissent d^une propriété remarquable , lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore une solution 
de la même équation, 
Soity en effet, Tcquation 

Si ^1 , , etc. , sont des fonctions qui satisfassent à cette 
équation I on aura 

Ajoutanl ces équations, on aura le même résultat que 
si l'on substituait jx -\-Ji -H • • - H- J^n» à / dans (a). Donc 
la somme d*un nombre quelconque île fonctions de x 
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gui satisfont à t équation ( 2 ) forme encore une solution 
de cette équation^ et, par conséquent, si Von connais» 
sait un nombre m éVintégrales particulières renfermant 
chacune une constante arbitraire , leur somme serait 
l^intcgrale générale. 

Ou observera d'ailleurs que si une valeur àey est con- 
nue, on peut la multiplier par une constante aibitraire, 
sans qu'elle cesse de satisfaire ; de sorte que si les m fonc- 
tions yuy%^ • .'• satisfont à F^qnation (a), ton int^ale 
générale sera 



Cl , ('2 , . . . , c,„ désignant dus constantes arbitraires, et en 
supposant qu'on puisse les déterminer de manière que 
pour une valeur quelconque de les valeurs de jf^ 

-Tj^-T- soient tout à fait arbitraires. 

44. Lorsque l'on aura à intégrer l'équatîon(i), on com- 
mencera par cbercher à intcs^er l'équation (2) qui est pins 
facile. Si Ton y peut parvenir complètement, nous allons 
montrer comment on eu peut déduire l'int^rale générale 
de Téquation (x) , 

Soit 

l'intégrale générale de l'équalion (2) quand on considère 
Cl, c,,..., c,„ comme des constantes arbitraires. Il est évi- 
dent qu on peut, d'une infinité de manières, substituer à 
ces constantes des fonctions de x telles , que l'on obtienne 
l'intégrale générale de l'équation (1) ; ot nous allons voir 
que l'on pent en avoir une détermination qui n'eadge que 
4« simp I c ^ ^ quadratures. 

En difierentiant l'expression ci-dessus , on obtient 
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Oron poDt asMijettir C| , Ct , • . . 9 Cm à Ift oondition 

el il en résulte " • ' 

On difieren liera cette nouvelle équation , et l'on égalera 
encore à zéro l'ensemble des termes qui contiendront le» 
différentielles dct , dc^ • . ) tkm^ l'cin continuera ainsi 
jusqu'à d'^*^ y inclusivement : on aura, de cette manière, 
m — I équations entre les diifiSrentielles dox 9 ) • 1 ^m. 
et des fonctions connues. Substituant ensuite dansl'ëqiia* 
tiesifi) les TaleUrsdey, dy^ ... , d"'y^ on aura une dernière 
équatiuu qui , jointe aux premières , déterminera complè- 
tement les inconnues c, , c, , . . . , c„. ,,j> ^^g. UL-,iSx'>\hiU 
i Gfis m équations sont i^ suiy^me^ ; ,,.t . vno^oqt^nf^. 

et il faut Men rCnmt^^ ^àé è^iiÉlions pett^f'iHf^f' 
lieu en inéme temps si Yon est ]^àrH de iyt^àle 
n^rale iie Téquation (a). Eu e£[et, les ooéffidélâits 'dë 
, • • . , sont précisément ceuit t^àie l'dn'iiurait pour 

Ct J . • M <P« dans les exprtéAééâilié'jr, daf*^ * ^ 

désignant pary l'intégrale de l'équation ( 2 ) . Or nous sup- 
posons que, pour une valeur quelconque de x, on peut 
satisfaire auic ëcpiations obtenues en égalant ces exprès- 
slops à ^ l^afitités (|Uçlconques ^ et en tirer des valeurs 
ittuies Ci;..;, liônc aàssi le ^jitèÉié dèi i^tié^^ ^ 
, • . • , de^ éiitrenM0 U aèfKjmpliiièi» » ne renfermera 
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aucune incoupatibilité. Il donnera, ^Kmr ces inconnues, 
des valeurs de la forme 

d*où 

et 

(3) /==ri(«,4-/X,dS»)40^,(«»4/X,rf»)4....+^^ 

C'est Tintégrale générale, puisqu'elle renferme m con* 
. étantes arbitraires. 

45. Si Ton ne connaissait pas m intégrales particulières 
de Téquation (2), la question ne serait pas ramenée immé- 
diatement aux quadratures. 

Supposons , par exemple, que Ton en connaisse m i 
int^rales particulières, on ne p>urra plus établir que 
m — a conditions entre les m quantités c«,Ci,.«.yCM.i . 
Alors Texpression de d^^^y renfermera de^^x \ 

â^y renfermera ^C|,..,,<^Cm, La substitution dans l'é-* 
quation ( i ) fera toujours disparaître Ci , c„ . . . , c„^x ; mais 
leurs dilTérentielles premières et secondes y entreront -, et 
comme les m — 1 équations établies entre dc^ , Je j , . . . , dc„_^ 
délenninent ces diifénntielles en fonction de dc^j on aura 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
flci^ d^Cif mais non Ci^ On la ramènera au premier ordre, 

dci 

sans qu elle cesse d'être linéaire, en posant ^ = ^* 

pourra toujours s'intégrer complètement, et il s'in- 
irodidra ainsi deux constantes arbitraires* De simples 
quadratures feront ensuite connaître les m — a autres 
quantités c, , , c,„_i, et il sMntroduira ainsi m — 2 

uouvelles constantes arbitraires, de sorte que la valeur dejr 
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renfermera m constantes arbitraires, et sera, par consé^ 
quent, Tintégrale générale de l'équation (i). . 

46. Si l'on n'aTait connu que m — a înt^ales de l'é- 
qaatîon (2), oiv n'aurait pu établir que m — 3 relations 
entre Ct, c,,..., r^_«, et Péquation (i), après la substitu- 
tion, aurait renfermé les différentielles troisièmes. L'éli- 
mination de Cj,..., c„_j aurait donné une équation li- 
néaire du troisième ordre renfermant dci^ d*Ci ^/'C|, 
mais non 0|. Ou pourrait donc encore l'abaisser au second 
ordre, sans qu'elle cessât d*ètre linéaire; et si Ton pou- 
vait l'intégrer complètement 9 on en déduirait , conmM 
dans le cas précédent, Tintégrale générale de l*équa- 
Uon (t). En appliquant les mêmes raisonnements , on ver- 
rait que si Ton connait m — n intégrales particulières de 
Téquation (a), l'intégration complète de réqnation (i), 
et, à plus forte raison, de Fëquation (2) est ramenée à 
celle d'une équation linéaire de Tordre n , et à de simples 
quadratures. 

47. n est fficile de démontrer qtie l'intégrale générale 
de l'équation 

est nécessairement de la forme 

£n effet, soit/i une solution de cette équation; suppo- 
sons qu'elle ne renferme aucime constante arbitraire, ce 
qu'on peut toujours faire, puisque, s'il en existait, il n'y 
aurait qu'à leur attribuer des valeurs particulières. L'é- 
quation [a) admettra poiu* solntiim 

X = cxxi 

V désignaiil une con^ldale arbiiraiic. Coubidcraut maiu- 
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tenant c uoiuine une fonction du x , on aura 

Ed substituant dans Féquation les termes multipliés 
par c disparaissent, et Ton a une équation linéaire de la 
forme 

d'^e d^*e de 
de 

et, en posant -r- == 

W "7=7 •+•• • -+• Tii«==0. 



Soit ii| une solution de cette équation, sans constante 
arbitraire, </ut en sera encore une, et l'on aura 

c = c'J\dx 4- c", d'où c"/i H- c' y^^Ju^dx^ 

On a donc une solution de T équation (a), de la forme 

étant une ioncLion de x différente de jfx. 
Donc , puisque cela peut s'appliquer à toute équation 
linéaire, on aura une solution de Téquation {b) de la forme 

d'où • 

et, par suite, 

J= ttXifuid^ ^x^fit^dx -H 
c*est-à-^ire que Féquation (a) a une intégrale de la forme 
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Il en sera donc de même de Téquation (6), et ainsi de 
suite^ jusqu'à ce cpie Ton ait pour y une expression ren- 
. fermant m constantes arbitrûres , et qui sera- Uint^ale 
générale* 

4f8. Le calcul précédent conduit encore à cette impor-p 
tante proposition , que Téquation (^t) ne saurait avoir de 
solution singulière. Supposons, en effet, qu il y en ait une, 
et. désignons-la par j^i, après qu'on aura remplacé par 
des valeurs particulières quelconques les constantes arbî* 
traires, si elle en renferme. Les raisonnements qui ont 
été faits dans le numéro précédent conduiront encore à 
une valeur de de la forme 

qui sera néccssai remeut l'intégrale générale. Maisyt s'ob- 
tient en supposant nulles toutes les constaulos excepté Cj! 
elle est donc une intégrale particulière , quelques valeurs 
qu^on y ait mises pour les constantes, et non une solution 
singulière, comme on Tarait supposé. D'où il suit que 
les équations renfermées dans la formule (a) ne peuvent 
jamais avoir de solutions singulières. 

49. Cas oÎL Von connaît une intégrale patitculière de 
f équation (i). — Lorsque Ton connaît une intégrale par- 
ticulière de l'équation (i), on peut ramener la rechercîie 
de son int^ale générale à celle de Tintégrale générale de 
Féquadon (a). 

Soit, .en effet, u cette intégrale particulière; on poserà 
y = tt 4- z dans réfpiation ( i ) , et en supprimant les tenues 
qui se détruisent d'après l'hypotlièse, il restera 

et l'on est ramené , par conséquent, à la recherche de Fiu- 
.tégrale générale de Téquatiou (2). 
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Soil pour premier exemple 



A, . . . , U, a, . . . , ^ étant constants. 

Ou posera , • 

as «or» H- H- . • . 4- Xx -f- (». 

On identifiera les deux membres après la snlwtitittion 
dans rëqnation proposée, et il en résultera H -hi équa- 
tions qui détermiiieroiiL les n-i-i inconnues a, 6,..., fx. 
Ou rcuirera donc dans le cas où le second membre se- 
rait nul. 
Soit pour second exemple 

on posera 

jrs et eos + 6sin (ii«-H/>). 

Eji substituant dans la propose, le premier membre ne 
se composera que de termes dont les uns renfermeront 
cos {nX'^p)^ les autres sîn [nx H-p)» multipliés par des 
constantes. En galant les coefficients de ces deux expres- 
sions dans les deux membres, on aura deux étjoations 
qui détermineront é. Mais il peut se faire que ces 
éqnadons soient impossibles : par exemple si 00s (nx-hp) 
ou sin étaient solutions de l'équation sans se- 

cond membre. 

Ainsi, soit le cas suivant qui se rapporte à des valeurs 
imaginaires de /t, 

on aura une solution en posant 



— ttt' 
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mais rlle devient illiisoii e si g = ni. On rm})loîera alors " 
un artiiice dont nous avons déjà fait usage autre part. On 
ajoutera nue solution de Té^ation sans second membre, 
y = ce^, ce qui donnera nne solution de la proposée, 
dans laquelle on supposera encore ^ différent de m; 
savoir 

9*— ai* 

et on choisira C de manière que cette. somme se réduise 
à'^ponr ^ = m. n aoffit de prendre ^t~^s> 
quelque soit ^» 

sera solution de la proposée. Faisant tendre g vers la 
constante m» on trouvera pour limite de cette fraction 

» ^^^^^^^ • 

2m * 

on coimalt donc ûnsi lûie solution de Féquâtion 

et Ton aura par cQnséquent pour son intégrale générale 



On a|;irait d'une manière anélogne si le second membre 
rmfermait, en outre, des termes semblables dans lesquels 
les. coefficients it et p scraîfoit changés. Et généralement 
si l'on a ^ . 
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et que Toii troaye des valeurs de j satisfaisant à cette 

équation, dans laquelle on réduira le second membre à 
Tune des fonctions respt'ciives 1' (a^), / (x), ©(x),... 
la somme des valeurs ainsi obtenues pour chacune de ces 
fonctions successivement, satisfera à la proposée. 

Remarque, — • Si Ton connaissait m-\-i intégrales 
particulières y^y J^tvi ^m^-t de Técpiation (i), les dii£é- 
renoes ^t— J^t ^ 

T---+-,..4-U*=o. 

L*int^a!e générale de cette dernière serait donc 

s s= e, (j^, — /i) H- • • • -H «lu — Ji)» 
et r intégrale générale de la proposée serait 

r=r«H-<^i rij-H-» •-4-<^«•(r■H-l — r•)• 
S0. Autre méthode pour rintégration de Féquathn 
linéaire complète, — M. Gauchy a donné une méthode 
pour trouver une intégrale particulière de Féquation 

quand on connait une intégrale de la suivante, 

telle que pour X = on ait 

qudle que soit la oonstanteW : et l'on eoncoit qu'on pourra 
toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces condi- 
tions, si Ton connaît l'intégrale générale de Icquation (2), 
qui renferme m constantes arbitraires. 
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Soil, en effet, Mssf(x^ qt) cette valeur de Posoos 
^0VLs en déduirons 

Mai» parliypothèse/(a, a) est nul, quel que soiia j donc 
a:) = o> et l'on a seulement 

On trouvera de même 



A? ./^ dir 



Sabsdtiiant à y et à ses dérivées les valeurs ainsi oLte- 
nufis dans l'équation (i), elle devient 

ce qpï estime identité en vertu de Të^ation (a). 

GouBtissant ainsi une solution de Tëipiatîon (i) , on 
aura son intégrale générale, en y ajoutant l'int^rale gé- 
nâ'ale de réquajdon ( a ) . 

Formule relative aux intégrales ^ordres supérieurs. 
Si dans l'équation (i) tous les coefficients sont 
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nnlsf excepté le dernier, «on. a une équation de la ibnne 

■ 

V étant une fonction quelconcpie de x. En intégrant m 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur suivante 
dejr: 

/m 

Maift, Au lien de quadratures suocessiyeS) on peut, au 
moyen d'une formule que nous allons faire connaître, 

exprimer par une suiu; do quadratures simples, indë-- 
pendaritcs les unes des autres. 

On aura d'abord, en intégrant par parties , et en omet- 
tant les constantes » 

En continuant d'intégrer successivement et opérant les 
"réductions, on reconnaîtrait que les coefncTcnts nnmé^ 
riques suivent la même loi que ceux du développement 
de (a — et que Fou a 



/ 



n 



Mais, pour démontrer rigoureusement œtte formule. 
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supposons qu'elle soit vraie pour une certaine valent n 
et* prouvons qu'elle sera encore vraie pour n*^i« 

Or, en parlant de la dernière fornudé supposée exacte 
on trouve , en intégrai) t par parties 



/ 



JiH-i 



I .2 

I .a. . ./I \ 

\fy.T"fi.t 

Or on a ' 

. /I « ( Ji — » i) , 

(1 — l)":::! h ^ • « • ± « 31 1 =: O; 



donc 



I h •••zc«=srci, 

I 1.2 



et la formule précédeute devient 



n -+-I 
n 



« (fl — î ) . . . (/I — + 1 ) 



1.2.../' 

U. 6 



y2 , LiVRF »v. . 

La loi en question t st donc vraie pour rindice /i -M , si 
elle Test p«ip Imdii» n; et comme ellp a été recounuo 
pour »= a, die ert démontrée ponr toutes les valeurs 

entîèi*es de n. * * 

Ainsi la valeur générale de j , qui sarisfait à 1 équa- 
tion (2) , sera, en rétablissant les constantes, 



m — I 



-»/V dx j — jyxdjc -h . . . 

Équations linéaires à coefficients constants, 

52. La forme la plus générale de ces équations est la 

suivante : 

dae^ - dx 

• Si l'on sut>posè d*abord que le dernier terme V soit con- 

V 

stant, on le fera disparaît^t en changeant / euy ; 
de sorte (^ue réqualîon qu'il suffit alors de considérer est 

et si Ton peut en trouver m iniégrales particulières, on 
6)rmera l'intégrale générale en les multipliant chacune 
par une constante arbitraire , et les ajoutant* Posons 
y = e''', a étant indéterminé, et sulisUtaons dans Féqua- 
tion (1) , il vient 

(a) fl«-f- A'tf"-»-!-. . .H-T«-4-tïs5so. . 
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On aura donc' m intégrales particulières en prenant 
successivement pour. a les m racines de cette équation. Si 

les désig ne par cii ^ ftj, , . , , , ^„i^ par Cj , , . . . ^ 
des constantes arbitraires, Tintégrale générale de l'é<jua- 
tion (i) sera 



(3) 



53. n est facile dedémontrer que cette éqnaiion donne 
bien Tintégrale générale de l'équation (i). Il suffît, pour • 
cela, de Caire voir que pour* une ' valeul* particulière ^ 
x = a^on peut déterminer les constantes de manière qtie 

^' ^«77 ' s^i®*^^ égaux à des quantités aibilraires. 



On remarquera d'abord que ces constantes étant entière- 
ment indéterminées , ou peut mettre sous la loi me 

et Ton aura, pour déterminer Ci , Ct). * c^, les équa- 
tipns^suiYantes dgns lesquelles jr,»^^', , • • • sont les Yaleurs 
de^ et de ses m — i premières dérivées pour x s a : 



(5) 



«^1 



01- I 



Des équations du premier degré de ce genre conduisent k 
des formules dont il n*est peut-être pas inutile de jrappe* 
1er ici la démonstration. 

Multiplions la première équation par une indétei mi- 
née A, la sQconde par A'', etc., et la dernière par i, puis 

. 61 
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ajôutons-les, nous aurons 

pour déterminer Ci , nous égalerons ^ zéro les coefficients de 
Ct ...» Cm) ce qui donnera , pour déterminer ky k'j . . ft^"*"*^ , 
îes équations en même nombre 



/■ _|_ -f. r 4- . . . H- = o, 

* 

/ -h A' + A" «Ih- . . . -h a""' = O . • 

Les premiers membres de ces équations ne sont autre 
cbose que les valeurs que prend le polynôme 

». , ' 

que nous désignerons paiMp (a) dans lequel on remplace 
successivement à par toutes les racines de Féquation (2), 
excepté «1 : \c polynôme ^ (a) aura donc pour racines 
a, , as , . . . , a,. , et il en résultera 

a — Ht 

en représentant par F (a) le premier membre de Téqua- 
tion (a}* De cette équation Ton déduit 

et Ton aurait de même 

* • 

n«.) = F'(<.>), . 

et ainsi de suite^ de sorte que si l'équation (2) n'a pa^ de 
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racines égales , les dénominateurs des inconnues c, ,05,..., 
qui sont F' [a^ ) , F' [(u) ^ seront dillérents» de zéro, et par 
eonsécjucnt on pourra satisfaire aux équations (5) ; ce- 
qu'il fallait démontrer. Les équations (4) ou (3) repré- 
sen tcn t donc biei) l' i Dtégrale général^. 

Achevons maintenant ce qui $e rapporte à la détermi- 
* nation de ees inconnues, par exemple de C| ^ sa valeur est 



II ne reste donc qu'à connaître les valeurs de k^k^. • 
or elles r&ulteront de Tidentîté • 

Il sullira (](' développer le (juotient fini de F («) par a — rt,, 
i't les c.oeliicieuts des diiîérentes puissaïues âo a seront 
Â , k\ .... Les formules que l'on obtiendra ainsi convien- 
dront pour a»,... par la simple substitution de ces ra- 
cines respectives à a|. 

Noxis nous bornerons, sur ce point, à Texamen du cas 
général où les^'acînes sont diirërentes, et. nous ne traite- 
rons J)as le cas particulier où il y en aurait d'égales. 

54.. Si Tequatiou (a). a des racines imaginaires, la va> 
leur (3) de jr se présentera souà fonde imaginaire; mais 
rien n'est plus:fapile cpie de lui donner une forme réelle. 

Soient a zt ê y' — i deux l aeines imai;inaires conjuguées 
de l'équation (a), 1< s icrtnes qui eu proviendront dans 
la ibrmule (3) seront delà forme 

• * * - 

on 
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OU CliCUl c 

,«*''[A(cos6«r+- ^ — I sinfid:)-*- B(cos6*~ v^— I âin6.2:;j. 

Or, A et 6 étant des quantités arbitraires^ réelles ou ima- 
ginaires, on peut les déterminer de hianîère qu'on ait 

A-^9sM» (A — B) v'^ssN, . 

M et N étant des constanies arbitraires, l^s deux tèrmes 
que nous considérons dans Téquation (3) seront donc 

remplacés par 

et la valeur de^ se présentera sous une forme réelle. 

55. Si l'écju.'ilion (2) avait des r.icinc's égales, les lermes 
correspond an Is de la formule (3) se coiif( nuiraient en un 
seul , et Ton n'aurait plus Tintégralc générale de Téqua- 
iiou (i) , puisqu'il n'y aurait plus m constantes arbi- 
traires. Mais il est encore facile de trouver dans ce cas 
l'intégrale générale. 

Soient ^/j et deux rarines que l'on suppose? égales. 
On ])ent altérer infiniment peu les eoellicicnis de l'équa- 
tion (i) , de telle sorte que Téqualion (2) n'ait plus de ra- 
cines égales, et que, par conséquent, la formule (3) donne 
l'intégrale générale. Lorsque les coefficients tendront vers 
ceux de l'équation (i) , cette intégrale tendra vers une li- 
mite qui satisfëra nécessairement à l'équation proposée , 
cl qui en sera l'intégrale générale, si elle renferme m 
eonslaiites arbitraires. 

Soit a, -h J la valeur de la rat ine qui tend à se réduire 
à a|. Les termes correspondants à et + à dans la va- 
leur de y seront cff"'*-|-c'e*''"*"^', ou 
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ou, en posant c c'= A , c'^ = B, 

1 .2 

% ■ 'S 

les constantes c et c' étant arbitraires peuvent toujours 
être cboîsies de manière que B et Â aient des valeurs fi« 

ni< s (ludconqucs , t^ut l(|uc petit (jne soil d. Donc, à me- 
sure que â tend vers zéro, la sonuue des termes que i^ous 
considérons tend vers la limite Ae^'*" ri^ B^re",*"^ et la ior?" 
ninle'( 3) se change en celle-ci : 

(6) / = <J'»'(A-t-Bx)H-CiC'»* + . . .4-É«i^'»*. 

Celle valeur de / est l'intéi^ralc générale, puisqu elle ren- 
ferme m constantes arbiti^aires. 

5H. Si trois racines étaient égales, on supposerait d'a- 
bord Téquation modiliée da manière que deux racines 
seulement fussent égales » ce qui conduirait à la for- 
mule (6) ; on y remplacerait a» par isi -f - ^, et Ton aurait 

r X* 1 

jr= c^^' [ ^A-i-c,j~h{n-i-cJ] x4-f,o' — 4-C3 =4-... -f-.... 

L I «2 f*2*0 j 

Oc) A.9 B, Ct étant arbitraires, on peut poser 



i.a 



A', B'yC étant de nou\«'Hes ronsiantes arbitraires; et, 
, faisant tendre â vers zéro, on auica pour l'intégrale gé- 
nérale 

On continuerait de la dième manière si l'on supposait 
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une quatrième racine égale a ax ; ot l'on voit qu'en géné- 
ral, si n racines deviennent égales à on aura pour 
l'intégrale générale 

57. On peut encore déterminer d'ime autre manière 
l inlégrale générale, loiscjue ri racines ^i,,. . . , o„ ont 
une même valeur a. En eilet, on ne connaît plus alors 
imm^atement que m — n + 1 intégrales particulières , 
et ce cas «entre, par consécpient, dans celui qui a été. 
traité dans un des numéros précédents. 

Soit Ce*' le terme auquel se réduisant n termes de 
Téqualion (3), et j^eaéiM lisons-le en considérant C comme 
fonction de Xi j nous aurons 



dy ^ ' 

Substituant dans l'équation (i), lés termes qui renfermât 
C disparaissent en vertu de Féquation (a) ; ceux qui ren- 
ferment ^ disparaissent, ainsi que les suivants, jusqu'à 

ceux où entrent inclusivement, parcis que la ^cîné 

a annule les n — i premières dérivées de l'équalion [-2), 
Il re.ife donc une équation en C dans la(|uelle l'ordre le 
plus élevé est m, et le moins élevé est n. Son intégrale 
générale fournirait m constantes arbitraires^ mais nous 
n^avons besoin que d'une valeur de C qui en renferme n, 



# 
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et c'est ce que nous aurons en posant - 

*^=:o, d'où €=A' + B'ar-|....-f-P'4r--'} . 

ce qui conduit de nouveau à la formule ( 7) . 

58. Si le dernier terme V était fonction de t, on pour- 
rait commencer par le négliger, et Ton intégrerait Tcqua- 
tion (i) comme nous venons de le faire*, puis on considé- 
rerait les constantes comme des fonctions de et Ton 
obtiendrait la solution complète de Inéquation proposée 
par loiprocédë indiqué précédemment. Nous ferons obser- 
ver seulement que si quclques-imes des racines At» • • m 
étaient imaginaires on égalés, il serait convenable d'em- 
ployer F intégral e (le l équation (i) avec les modiOcations 
que nous avons Indiquées dans ce cas. 

Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de 
M. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exem- 
ple de cette méthode. Soit 

En négligeant le second membre, Tintégrale générale sera 

de la forme ' 



« 

« étant |me constante choisie arbitrairement, et a, , a, , . . . , 
Otai les rdcines , que nous supposerons, toutes inégales, de 
Féquation 

a'" -h Aa'" ' 4- . . . -h Ta -t- U = O. ' 

n faut d^abord déterminer les consuntes Ci, c,,. . 
par la condition que pour = « on ait 
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OU est conduit ainsi aux m équations suivantes : 

Ci H- f t • . . -h = O, . 
A I C| •+■ ii»c% H- ... -4- àji^fli^ o» 

«; f, 4- «; Cj H- . . . -h ' c« = o, 



a^' c,' 4- flj^* c, -H . . . = F { a ) . 

Lès équations àe moudront comme on Ta tu précédem- 
ment , et,' eu posant ' 

♦ ^ 

, rf"-#.A««^'-H...4-T«-l-U=;:/(fl), . 
on trouvera 

' F(a) r{tc) F(a) ' . 

/'(«•) / (««) 

La valeur précédente de ^ devient ainsi 



C^m* a a. 

F(a)<r • . 



/'(«-) 

Il faut maintenant intégrer cette expression par rapport 
à a entre lès limites o et jc, puis y ajouter Fintégralc gé- 
nérale de l'équation 



fl'" y ci""' y 

laquelle est, en désignant par oti, ai,..., ài^s constantes 
arbitraires, 
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L'ititcgraie générale du l'éi^uatiou proposée sera dpnc 

59. Les équatiia.ns linéaires dfs la forme suivante : 

_ * 

s'intègrent généralement en posant y=L (ox + ^)'*. On 
trouve, en substituant, * , . 

« 

a(a — i}...(a — /w-+-i)o'" 

-f- A«(» — i)...(« — m-|-3)<i^*-4-...-f- U = o. 

Cette équation donne pour a, m valeurs «i, a^,. . ., «^^ 
et si Ton désigne part',, c^^. . des constantes arbi- 

traires y rint^raie générale s,ei^ 

Le cas où Téquation en et aurait des racines imaginaires 
. ou égales se traiterait comme dans les questions précé- 
dentes. 

60. Lorsque Ton connaît l'intégrale générale d'une 
. équation quelconque de Tordre m- 

dy • <^^r^ 

ott,«»po«mt^=y..„g=j^->, 

(1) F(af, .,r^*>)=o,' . 
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OU pcul IbriiKT une t'(jaaliori linéairt; dt* Tordre m, à 
ro! rfirieiits vaiialilcs, dont I intégrale gcnéraic sera ex 
primablc inimédiateiucnt*. 
Soit, en eiiét , . 



J=Z Oy 6,. /), 



Fintégrale de l'équaiion (i) renfermant m coiistames «, 
^, ...,/. Si Ton substitue cfflr v.iîcui et relies que pr<'n- 
neiil par suite j^', y" ^ etc. , l'équaliou (i) deviendra iden- 
tique, quels que soient jç, a, /. Si doue on la dille- 
rentie^ après cela, par rapport à l'une des constantes, 
a par exemple » le résistât sera encone une identité en 
07, a, /. On trouvera ainsi 



/o, d? dx ^d? df d? dy" ^ ^ dV dyi-^ 



dx da dy' dû dj" dit 



dyi'^i da 



et cette équation sera identique en a% a si l'on 

remet, au lieu de y et de ses dérivées, les valeurs données 
par Téquation (a). 

Posons maintenant -j- — u^ il s'ensuivra 

da ^ 



dj^ 
da 



tilt 



dm 



dy' d'il 



da <te»'***' 



dyi'^y ^d'^u 



da 



dar 



puisque X cl a sont indépendants. 
L'équation (3) devient alors 



(4) 



rfF <IV du. 



dï d"' u 



= O. 



dy dx dy^'"> cUf* 

Si maintenant on ex prime.tous les coellicienUi -jp- , . * • , ^^mS 

au moyen de a: , « , h^... d'après l'équation ( 2 ) , on aura 

une é(juati<ni linéaire de l oi'dre m à eoeOirienls variables 
dont on eonnailra unt' intégrale qui ne sera aulie elmi>cî» ' 
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que 'Mfl!?^^lLlllJ), Si Ton avait difierentié l'équa- 



tion (i) par rapport à Vtme queloonqae des autres con- 
stantes hf.^l^xm serait arrivé à la même ëquation (4), 
dans laquelle it aurait représenté la dérivée partielle de 

y (x, <2 /) par rapport à ces diverses constantes. Ou 

formera rlonc, de ( ettc manière, m inléj^rales particu- 
lières de rcH|uation (4), et, en les multipliant par .des 
constai)k>s arbitraires A, B , • . ; , leur sommé donnera 
rintégrale générale de celte équation ^ son expression sera 

■do ^ do _ dm ' 

Si Ton né connaissait qu'une intégrale particulière de 

l'équation (i) renfermant moins de w constantes, on en 
déduirait une intégrale particulière pour l'équatiou (4) 
avec un même nombre de constantes. 

Qn remanpiera que si l'équation (i) était linéaire, 
Téquation (4) aurait les mêmes coefficients, et même ne 
renfermerait pas de terme indépendant de la fonction u.; 
elle' rentrerait donc dans la première ^ et Ton |ie parvien- 
drait i rien de nouveau. 
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CHAPITRE IX. 

TRANSFOBMATIONS PBOPRES A ABAISSER L ORDRE 

DES ÉQUATIONS. 



61. Taule éc[uaûon linéaire de 1 onire m» 

peui s'abaisser à 1 ordre m — i, t u posant 
• En effet, on aura . , 

substituant dans la proposée, le facteur e^'^ disparaîtra , 
et Féquationr sera de Tordre m i en e mais elle ne sera 
plus linéaire. 

Soit, par exuiuple, 



on obtiendra 



d*r dy 

^^_A^^B^=o, 



dt 

-r- + f'H- ArH-B = o. 
ax 



62. Considérons maintenant une équation où n'entrent 
ni X ni mais seulement deux dérivées' consécutives . 
d'ordre quelconque : 

On posera ^^j^^^x = P-, il viendra F {px^^^ =<^? <i où 
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l'ou tirera • * - • 

Si Ton peut ix'soudio celle équation pai' rapport à on 
oonnaitra en fonction de x , et par une suite de ^ua- 

dralui cs on parviendra à avoir y en fonction dt: x et de 11 
coiisiantes arbitrai i-es. Si 1 on ne peul la résoudre, on ob- 
tiendra / en ionctiou de p de la manière suivante. 

L'ëquatîon -^^^ = pt donne 

intégrant toujours par rapport à et remplaçant db? par 
f{p) dp dans le second membre , ou parviendra , par une 
suite de qiiadralures ^ h y — ^ ip]. 

Eliminant p enlre cette équation et a: = 9 (/>) , on aura i 
une équation entre x et n constantes arbitraires, qui 
sera Tintégraie générale de la prçposée^ 

03, Si par exemple on demandait la courbe dont le 
rayon dt' courbure est égal à une coustante a, il iaudrait 
intégrer l'équation 



h g)': 



11 ^ 



dy 

OU, en, posant ^ = p 



1 \» 



= a. 



dx . 

d'où 

, adp an 
iix = ^— et ar= . ^ — h 
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On pourrait rcsouthc ct;ltcéqifatioii par rapport à niais 
il sera sîjuple d exprimai' en fonction de ^ ^ on aura 

•• . +c.. • 

... J (> + ;»■)' 

Connaissant ainsi tleux intégrales premières de la pro- 
posée , il suffira d'éliminer p ent^e elles pour obtenir l'in- 
t^rale générale , qui sera 

é<{uation d'un cercle ayant a pour rayon, et le centre au 
, point arbitraire dont les eoorddnné^ sont G , Gt . 

(M. Considérons encore le cas où les ordres des deux 
dérivées auraient une diiférence de deux unités, 



posant == p, il vient 

Multipliant par ^dp et int^;rant, il vient 
d'où 

^ (/^ ) renfermant deux constantes arbitraires. 

Si l'on peut l ésoiidre cette é([ualion par rapport à 
ou connaîtra r par ;/ — 1 quadratures, (pii introduiront 
n — 2 nouvelle» constantes arbitraires ^ sinon, on ob- 
tiendra y en fonction de en int^rant n — a fois Vé- 

quation -= Pi après avoir multiplié à chaque fois 
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le premier meittbre par lox, el le êocaoà ^r m ^al 
? (p) ^Z'* L*eipressîoD de y lenfermera ainii con- 
stantes arbitraires , et Félimination de p entre les deux 

équations qui donnent œ et y, ( onduira à une équation 
entre x^^y et n constantes, qui sera Tintégrale générale 
de l'équation proposée. 

65. En général, si Ton a 



d£r" ' cùc"' ] ' 
on abaissera l'ordre de n unités, en posant -r-^ et 
si Ton peut intégrer Téquation 



puis résoudre par rapport à ou à p. on obtiendra Fé- 
quation en x etj par les mêmes moyens que dans les cas 
précédents. 

Si Téquation était de la forme 



on pourrait , par le changement de ia variable indépen- 
dante, la réduire à la suivante : 



et rabaisse^ en posant ~ = 

. ((y ' 

Mais on peut encore, dans ce cas^ poser ^=p,\ îl on 
résultera 

d^jr dp dp 

d'y ^ dy '^dy ' ,d'p ^ dp" 

■ 3 p - ssr »' — — -4- p — , 

dx^- dx ^ dy ^.dy^^^dy^^ 

II. • 7 



Digitized by Google 



uvRE IV. 

et ainsi de suite. On aurait donc, en substituant dans la 
proposée, une équatkm de Tordre m — t'entre peiy» 

66. Si l'équation 

était homogène parrapport aux quantités/, i • ••<» 

on pourrait abaisser son ordre d'une unité. 

,Ëu eiïct, en divisant par une puissance^ convenable de 
jTj on lui donnera la forme 



dx tlx* I 

y . y / 



dr ' * 

On posera ensuite -^=^/, ce qui revient à poser 

^ — f/''^'. Il eu résultera ' 

d_ 
dat 



dx' ^ \ilx' . dx } 



y sera facteur dans toutes ces dérivées, et Féquation ci- 
dessns deviendra , par ces substitutions , une équation de 

l'ordre m — i entre a: el f. 

67. Lorsqu'on donne l'équation d^une courbe, ren- 
fermant Tare et qu*on cherche celle qui aurait lieu 
eiitrc X eiy seulement, il fautdîfTérentîer Véquation don- 
née, remplacer par s/ f^x* dj^, et éliminer s eiiire 
cette équation et la pi emière j on aura ainsi une équation 
difiérentielle entre xet^ seulement. Si Téquation donnée 
peut être résolue par rapport à s y il n'y a aucune élimi- 
nation à faire après la difTérentiation. 
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Soit, par exemple, o^, d*où Fou tire 



Dilîéreiiiiant, il vient 



on tire de \k 



équation d'une cydoïde rapportée à son sonunet^ et enr 
getidrée par un cercle dont le rayon est g* 
Si Ton donne une équation de la forme 

on posera 

V 

On obtiendra par la différentiation 



d'oà l'on tire 



V > ^ 

Si l'on peut eiiectuer ces deux quadratures , on obtiendra 
Téquation entre X. et j^, en éliminant p entre les deux 
équations obtenues. Si Tune de ces deux équations peut 
être résolue par rapport à il est inutile de connaître 
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raulTC) puisque Ton aura la valeui' ^ eu fonction de x 

ou dey, et que, par conséquent, on aura Téquation Onîe 

entre a: Gij par une simple quadraïuic. Suit par exemple 

'h 

s = a arc tang — • 
La difïérentiation donne Féquation 

et, parsoiie, 

apdp 

dy = — T- 

(l +/-■)■ 

Celte dernière s'intègre iDunédiatement , et donne 
d'où> 

et, eniut^ranty 

(« — c')»H-(/ — c)' = fl». 

C'est l'équation d'un cercle de rayon a , placé d'une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire à l'équation donnée, il 
faudra prendre pour origine des arcs l'un des points où 
la tangente est parallèle à Taxe des x, afin que l'on ait 

,=.1.™,-*... 

Intégration des équations homogènes par rapport à ■ 
68. Soit • 
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une équation de ce genre, cl dont les tenues sonl tous 
ûuis, ou iulinimeiit petits du même ordre. • ^ . ^ 
Posons 

Eu faisant d'abord ces substitutions dans rt;(|iialion (i), 
y et ses diflerentielles auix)iit disparu , et tous ses termes 
seront homogènes par rapport à et dx. Ëlu eÛ'et , ils Té- 
taient primitivement par rapport à x^dx, y, ify, d^y^ 
et Ton a substitué à ces trois dernières quantités des 
expressions homogènes du premier ordre, par rapport k x 
et dx. Et comme tous les termes doivent être du même 
ordre inlQnitésimal , dx disparaît nëcessaireincnt, et |)ai' 
suite X, Donc Téqualioii obtenue sera de la forme 

(2) /(«, y)=z=a, 

• ■» 

et donnera 

V = f (/»»«)• 

Or peut s'exprimer d& deux manières au mp^ec^ de u 
et fj, car on a 

d*où 

dx du 

4f /> — tt 

D^uue auU'e pa^t, on a ' 

9 ^ dx dp dp 

X dx ' ' « 7 y (/;, U) 



dx 

Egalant les deux valeurs de — > il vient 

X 
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équation diffi^ntietie du premier ordre, qui, int/égrée, 
donnera 

cdésigoaiit une constaute arbitraire. 

On connaîtra facilement x en fonction de u , puisque 
Ton aura 

Ax _ du 

d'où, en désignant par c' une nouvelle constante arbi- 
^aire, et par log;^.(tf , c) Tiptégrale du second membre, 

« 



et comme ii s= ^9 on aura 

X 



et Ton connaiira aiusi riutégrale générale de Téquation 
proposée. 

69. Lorsque le second membre de Féquation (3) est 
de la forme 

udp 

on remplace Téqnadon ( 3) par la suivante : 

dx udp 

qui devient , en multipliant par ^9 

dy pdp 

d'où Ton tire 
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Effcctiiani riniégralion vl désignant par c une constaute 
arbitraire , ou mettra sous la forme . 

Si Toii peut résoudre par raj^rt à on ramener* Té- 
quatM» à la fovme 

et i'ou intégrera les deux membres^ sinon, i on tirera dea» 
équations précédentes 

d'où 



J Tl 



Cl l'on éliminera p entre cette équation cl y = (p). 

70. Nous trouverons une application de .cette méthode 
dans Je problème suivant : Déterminer la courbe dans 
la^ueile le rayon de courbure est proportionnel à la 

normale. 

On obtienl immcdiaiemeut l'ét^uation diil'érentielie 

dr' d'y 

m étant le rapport du rayon de courbure à la normale. 
Le signe supérieur s& rapporte au cas où le rayon de cour- 
bure est dans le sens de la nor|nale , et le signe inférieur» 
au cas on il est en sens contraire. 
Posant 



jr = lue, dy = p*^t = — dt^^ 



on obtient 



V ^ ' 3; mil 



îo4 r.ivms iT. 

et, par suite, , , 

da mudp 

équation qui ne rentre pas dans celles que nous avons 
intégrées. Maia, d'après la remarque faite dans le dernier 
numéro , on la remplacera par la snivante : 



flùr * mudp 

X I H- /i' 

d'où Ton déduit successivement 



mdp ^ mpdp 

log ^ ^ log (i = log (i -f-/»')"^» , 



m 




cy «te 



9 

1a 



11 y a des valeurs particulières de m qui rendent cette in- 
tégration possible, savoir m=3, m=si. Ë^^mio/pns 
successivement ces deux cas. 
Sotit m = a, on aura 

* ■ 
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En prenant le si^ne supérieur, on a 



dx 



équation d'une cycloïde dont la base est située sur Taxe 

des et dont le cercle génératenr a pour rayon -t dont 

la valeur est arbitraire. Et, en e0ett on sait que dans 
toute cycloïde ainsi placée, le rayon de oonrbnre est 
douUe de la normale. 
En prenant le signe inférieur, on a 



d'où 



ott 



4c 



équation d'une parabole dont Taxe est perpendiculaire à 
Taxe des x. 

La normale se rapportant a une droite donnée, que 
l'on a prise pour axe des x, si Von changeait cet axe , il 

faudrait se rappeler (jue la normale doit être prolongée 
jusquà la droite donnée, et non jusqu'au nouvel axe 
des X. Mais on peut prendre l'origine en tel point que 
Ton voudra de cette ligne , par exemple <(elui dont Tab* 
scisse est </, ce. qui revient à faire o ; on a ainsi 

4c 



et il est facile de vérifier que, quel que soit c, la parabole 



<o6 uram tw. 

n'prcscnlée par celte LVjuaiion a son rayon de couibure 
double d(; la normale vt dirigé en sens contraire. 

0,°, Soit m 2= I • ré(£uaLiou dilTéreiitielle de la courbe 
sera 

dy 



tix = 



Eu prctiaul le signe supérieur, il vieui 
d*où 



X — c' = — ^c' — 

ou 

m 

équation d*uii cercle quelconque ayant son centre sur 
Taxe dés x. Et Ton voit, en effet, qu^alors le rayon de 

courbure sera toujours égal à la normale, cl dirigé dans 
le même sens. 

Si Fou prend le signe inférieur, ou trouve 



cdy 



d'où 



Remplaçant x — (/ par a?, on obUeut 
qui se réduit à 

c'est la courbe que I on nomme vhainetlc : elle ei^t s^mé* 
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trique par rapport à Taxe des j, et son sommet est à la 
distance c de l'axe des x. Il est facile de vi riller que son 
rayon de courbure est égal à la normale et dirigé eu sens 
contraire. 

Une des équations que nous venons de traiter peut être 
intégrée plus simplement par une considération particu- 
lière : c*est celle que Ton obtient en supposant in=: i, et 
prenant le signe supérieur, on a alors 

Hy 

les deux premiers termes formant la dérivée àn y ^« on 

aura, en intégrant, 

« 

et, en intégrant de nouveau, 

équation qui ne diffère pas de celle que nous avions déjà 
trouvée. 

7i. L'équation 



d^Y 

aurait pu être traitée plus simplement (jue par la méthode 
dont nous avons voulu présenter Une application. On au- 
rait pu l'abaisser au premier ordre, en posant 

dy „ . t/'r àp 

-~^ifj d'où -r- =P-r--> 
dx dx' ' dj 

et Téquation proposée serait devenue 
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d*oa 

et y en intégrant, 

9 

et, par mite, 



s/if"-" 

« » 

comme nous l'avions trouvé par la première méthode. 
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> 



CHAPITRE X. 

I 

ÉLIMINATION DKS VAUIAIU.KS ENTHK LKS ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. INTÉGRATION 
DE CES ÉQUATIONS. 



1% Considérons d*abord deux équations à trois va- 
riables Xyy,z^et dans lesquelles on peut toujours sup- 
poser que les dérivé soient prises par rapport à la même 
yariable indépendante, x par exemple; j ttt z sont des 

fonctions de x qu'il s'agit dv. déterminer, et nous com- 
mencerons par y appliquer le développement eu séries. 

On peut toujours supposer que l'on tire de ces é<|ua- 
lions les valeurs des ooeflicients difTérentiels de l'ordre le 
plus élevé par rapport à / et js, s'ils entrent dans les deux 
équations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où 
Télimination de Tun ferait disparaître en même temps 
l'autre. Les deux équations peuvent donc, en généi-al, 
èlrc conçues sous la forme 

4 

-j-^=F^x,^, 

— -F, ^;r,jr, -^jî 

91 Ton prend arbitrairement les valeurs de 7, ... , ^^^ f 

^ f • « • » dans lesquell^ on fait xsso, elles servi- 

ront à exprimer toutes les dérivées suivantes de y et ''z\ 
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pdur la Taleur x =: o, et Ton pourra, par conséquent, 
développer y et z p,a'r la foi mule de Madaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeront m + n constantes 
arbitraires. Au lieu de la râleur particulière or = o , oa 
pourrait en cboisir une autre quelconque o:» et employer 
la série de Taylor. 

Si réliminatioQ de avait entraîné -7—' ^a seconde 

des équations précédentes serait d^un ordre inférieur à n. 
Ce cas est renfermé dans celui que noua allons traiter. 

73. Soit m l'ordre le plus élevé par rapport à y dans 

les deux équations. On tirera la valeur de de Tune 

des, équations, et on la reportera dans Tautre, si cette dé- 
rivée s^y tro^▼e; il n*y aura plus alors dai/s celle-ci que 
des ordres inférieurs à m par rapport a y. On en tirera la 
valeur de la dérivée la plus élevée en s , et Ton aura deux 
équations de la formo 

■ 

dans lesquelles on a m > m', et » <[ »' ou n > nf, 

1**. Soit n prenons arbitrairement les valeurs de 

^' -î^^^pour xa=o; toutes les déri- 

vées supérieures seront connues pour la même valeur 
= o, au moyen de celles-ci et des équations (1) et (a), 
de sorte qu'on pourra effectuer le dévdioppement et s. 
Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront est 
m ■+- n'y et dans le cas aCtud , on a m -f - n' > m' -I- ». 

a**. Soit n > «' i le développement dcj^ exige toujours 
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t 

^f* Z 

qae Ton connaîsse les valeurs de js,.-*? y- pour Arrssb. 

Or, depuis Tordre n'y elles devront être tirées de Téqua- 
Uon (a) et de ses dérivées jusqu'à Tordre i» en z ; ce 
qui conduira k Tordre + — O^*? si l'on avait 

nZ-H/i — "> w/, Téquation (i) ferait connaître au 

* ^ ' or" 

moyen des dérivées d^ordres supérieurs n r/i, et celles-ci 

au moyen d'autres plus élevées,' on ne pourrait donc 

effectuer le développcaicnt de y. On doit donc avoir 

mrhn^'^m' n pour qu& le calcul précédent puisse 

faire connaitrey et z ; et dans ce cas le nombre des cou» 

stantes est encore le plus grand des deux nombres m^n* 

et Tf/H- 

i 

7A. Si Ton avait eu m' /i > m -|- on aurait au 
moins Tune des deux inégalités m, n ]> n' ; soit par 
exemple mf ^ m. On tirerait des équations données les 

^m' Y (t" Z 

valeurs de ^^dj^^ aurait ainsi 



cl les développements seraient possibles, parce que les 

écpiations rentrent dans le cas précédent. Le nombre des 
< onstantes serait m' -\- et serait encore le plus grand des 
deux nombres m' 4- « et m -h n', 

t 

75. Supposons maintenant un nombre quelconqiu^ 
d'équations sîniultanées, (pii doivent délei ininer, en foiie- 

tion (le X, les variables j", u, ]Nous considérerons 

seulement le .cas où I on peut les concevoir i:é6oiucs par 
rapport aux coefîicienls ditlérentiels.des oixlrcs respective* 
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ment les plus élevés par rapport à savoir 

^my. fin 2, il Pu 

«S* dx^ (ixP 

• 

Il est clair qu^au moyen des équations données, iqu^on 
différentiera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire 

(le connaître les valeurs ([ue prennent 7, et 
leurs dérivées jusqu'aux ordres m — i,n — 1^ p — 
inclusivement, et dans lesquelles on fera x = o, pour 
pouvoir effectuer le développement de chaque variable 
par la formule de Maclaurin, Ces constantes sont entiè- 
remeiit ariiitraires, et leur nombre est 

m H- « H-/* 4-. . . . 

76. Laissant de côté maintenam les développements 
t'U séries, nous allons chercher à éliminer toutes les fonc- 
tions, excepté une, et rameuer ainsi la quesiioa à l'inté- 
gration d'une seule équation différentielle. 

Proposons-nous d'abord d'éliminer^ entre deux équa- 
tions dans lesquelles le coefficient dififéreniiel de Tordre le 

plus eleve par rapport slj est et, par rapport a z, — • 

Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions 
entrent dans chaque é(juation , comhinécs d une manière 
<[ueleon<jue avec les coefficients différentiels des ordres 
inférieurs, ainsi quc^, z et x. Soient ces équations 

/ </y d'^y fh ti"z\ 
F. (^^,7, -V.., —j =0. 

Si Ton dilTérentie ces deux e(pialions un même nombre 
de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles dé- 
rivées de d'ordre supérieur à m, et un nombre double 
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se* ^ a^fii^. premières! ^Srkrëi^ , et Ton ^iirra en éliminer 

toutes ces quantités par les règles ordinaires de Talgèbre. 
Lenr système sera ramené à une é(fuation de l'ordre nt-i-n 
entre z et d'oùi pourra tirer In valeui* de z en fono 
tion de et de n O0Il8^ntes arbitrak*et^»et à à m 4-^1 

thrées lenn valèum^ Mu^jbaMliaoïihiiesf et' elles' iMt 
^«nfermeront plus que y et ses am premières dérivées. 
Eliminant ces .dei*iiieres , il restera une équation entre 
cl X et les m -i- n coustantes arbitraires qui se trouvaient 
dans z. ' 

. Ainsi, en général , les Jonctions y et z renfermeront 
mémàs constat^ites arbitraires^ en^ Homhre égal à la 
sominé dés- nombres ^ui désignent Vùt'dre le plus élevé' 
des pqualùms par.rappon à jc^ei x respectà^fhenL ^ 

'On agirait d'Une* manière analogue ét l'on airiverait à 
des conséquences semblables , pour un nombre quelcon- 
que de fonctions , avec un npnj^e ég^ d'équations. 

^7T. Mais il peut ainriver que les coefficienu différentiels. 

deux équation^: i.<.,r»^-T. , .. - r -h >'^r^>fc-/ ^- 5 ^aol. 
Supposons que les coefficients difTérentiels de l'oixlre 
• le plus élevé spiènt, dans la première, / ' ~ 'îl ^ ^ - ->^^ 

et, dans la seconde^ * ' * 

rf«'s 

On diffërentiera ni fois la première équatiôn , et m fois 
la seconde. On aura alors m-^ 2 équations renfer<- 
• ' II. . . 8 
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naant et les dérivées juaqù'i Toidre m «4* m'. On fonm* 
dénG ^éBmjtier touleB eas cpantitét^ et il restera une équa- 
tion entre « et dont Tordre' sera le plus grand des- 

deux nombres m -f - n', et m' 4- n ; et 'cet ordre c«l égal 
au nombre des constantes qui ciiireront dans la valetir 
de z. Substituant à z et à ses dérivées leurs valeurs con- 
nues ^ dans les itï + m' + 1 équations , on eu pourra éli- 
miner les m -H m' dérivées de et il restera une équation 
entre 2r et les oonstantes qui entrent dflns s. * 

78. Considérons, eu particulier, le ca^ de équations 
où toutes les dérivées sont, du premier ordre, et peuvent 
en être déduites sans que Ton rencontre^ aucune incom- 
patibilité, ou indéterminution^, on aura albrs 

, ^= F(«,rf S,--, »)• : 

dz • ^ - 

— —/(x, 3, «), 



du - 



et, d'après ce qui précède, les constantes arbitraires se- 
ront les valeurs de JE,*.., u correspondantes 
Si Von différei^e la première m — i Ibis et qu*on substi- 
tue à cbaque fois aux 4|ériv^s du prëmiçr' ordre qui^ s'in- 
^ trodjiisent^ leurs valeurs tirées des équations -données, 
on obtiendra ainsi : 



10 { 
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• » . \ 

•t iluf a plus quft éliminer variabieâ z,... «qui 
'sont au nqôibi^ dem Il en nésultora ime éqaaUojDi 4iç 
Tôrdre m en y, qui donnera la valeur de cette variable en 
/onction de xetâe m constantes' arbitraires. Substituant 

cette valeur dans les m — î équations qui, conjointement 
avec l'équalion finale, remplacent le système donné, on 
en déduira 2 , . . . , u en fonction de.j.'^t de^ mêmes con* 
stantes arbitraires. 

JRemarqu»» — Si les intégrales de ces équations sont 
niiises sous Ja forme 

4» (-«.f >» »t • • •» ») = 4'! («» 7*» «> • • •> ») 

qu^on les différentie-, et qu*on remplace ^> ^ * * > ^ p^^ 

•leurs valeurs enor, j", js 11 , les équations quW ob- 
tiendra en tre ces variables seroiit des identités ; car toùte 
équation déduite des intégrales et dës données doit être 
satisfaite par des valeur» arbitraires y», ^«i * « ^ ui^ cor^- 
respondante^ à UÀ a? arbitraire Xq, 

On. a donc , quels que soient x^jyZ • ^ 



dx dy. dz du ^ 

et ainsi des autres. 

D'où Ton v<nt <|ue chacune des fonctions ^«.i 
esit une solution de réquation Aux différentielles par> 
lielïetf". . ; . ; . 



d^i 



— + F (x, ^ , z, . . . , a) ^ 4- . . . ?(^, r> • • • > «) o»^ 

(Un&.l^queUç u désignerait une fonction des. variables in- 
dépendantes X , ^ ) . • 

Cette remarque, nous sera très-utile dans Tintégratioli 
des équaâons différentielles 'pairtiellés. 



» » 
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' 79. On peut rankener k ce dernier cas ceint dans lequel 
ôn suppose Toii puisse exprimer les'dÀiïFées 

. «f*»y dPu 

«ij:" 

au toôyen de celles d'ordre iniérieur. 
• En effets si Ton pose 



dx' 
, . 




dx 


^ »•••> 


« 


dz _ 




ds! 
dx" 


5 , . . . , 


, ' dx 


du 
dx 




du' 
dx' 




air ^ • 



les équations proposées donoeront lès valeni*s de 

dx ' djc ' dx * 

en fonclion dè x^x^fy- - ^» . y?"*^ «, 

u', . . . , u^f~^K El» les joignant aux éqnatiotis précédentes, 
on aura un système composé de m -h /i -\- p - ' • équa- 
tions du premier ordre que l'on intégrera comme daus le 
caé précédent. ■ . • 

80. Nous avons supposé précédcmitient que les équa- 
tions données du premier ordre pouvaient être résolues 
par rapport à toutes les dérivées , qui se trouvaient alors 
exprimées en fonction des variables elles-mêmes *, mais il 
pourrait en arriver autrement sane que les équations 
fussent incompatibles. 

Si Ton conçoit quiç rélimination des dérivées tè&sse, 
par exemple , en tirant de Tutoe de* équation^ la valeur 

de ^ et la reportant âj|ns toutes les {m-ri) autres puis 
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tirant — d'une de ces dernières, et la reportant dans les 

m — 2 autres, et ainsi de suite, on parviendra, en géné- 
ral^ à exprimer la dernière dérivée a)i> moyen de x^Jy 
ur,. . . , et, par suite, toutes les autres. Mais si Tune de 
ces substitutions faisait disparaître» dans toutes les équa- 
tions où' on la fait, n dérivées en outre de celles que 
l'on subeUttte, on aurait un système d*équations dont le 
nombre surpasserait de n celui des dérivées , et l'élimina- 
tion de eelles-ci , en supposant qu'il ne se renrontre pas 
de nouvelles variables, conduirait à n équations entre les 
^ar>ables mêmes x^jf^z^^»* sans constantes arbitiaires. 
On pourrait en tirer tes vdeurs des x variables dont les 
dérivées ont disparu, et il resterait m — inéquations dif- 
férentielles résolues par rapport aux dérivées; Les inté-' 
grales du système proposé ne renfermeraient alon que 
m — » constantes arbitraires. 

Soient , pour exemple , les trois équations 

4r €br du 

dx 4x dx ' 



df dz 

ds dx 

dy <fe 

dx dx 



du 

■ t 



dy 

L*éiimination de conduit aux deux équations 

/ \du ' ' 

^ * dx > ' 

* * ♦ 

~ a disparu en miette temps que ^9 et si l'on élimine ^ 



dx 
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entre ces deux équations, il^ en résuilera une autre eutrç 
Xj^j z qui sera " ' 



z — x' xz — >• 



ou 



On en pourra tirer « en x. et jr, m Won. connaîtra ^ et 



^ en fonçtion de x et y. On rentre ainsi dans le cas prî- 

mkivement traité, et Ton obtiendra les valeurs deu eljr^ 
etVpar snite , de en fonction de :c et 4e dqùi constantes 
arbitraires. * . 



Digitized by Google 



iiiTiGBàTios au iQVAffums siFVBasnTiBLtBS^ 119 

* 

- ' ' ■ _ _■ ' -' ' 



CHAPITRE XI. 

ÉQUATIONS LINÉAIRES. SIMULTANÉES. 



81. i>i ctis équations sont toutes dupicmiei' ordre, on 
a un cas particulier de la dernière question-, c'est celui où 
les iouctions F , y, . . . , (p sont linéaires par rapport à 
z,, . u,ct renferment x d'une mctnière quelconque; 
et il est facile de voir qu'ftlon réq[uation finale en / est 
linéaire. 

Quûit à la détermination des autres inoonnuès, il est 
impofitant d'observer que , réliminadon ayant lieti entre 

d(;s équations du premier degré en ^ , . . . , , lorsqu'on 
connaîtra y, 611 tirera les valeurs de ces inconnues, de 
celles que l'on voudra des équations (1) elles-mêmes 5 car 
ces équations doivent être satisfaites , et, de plus , ne don- 
neront qu'une s^ule valeur pour chaque inconnue.' 

Si ces équatidns ne s«nit pas du premier'ordre, on peut 
les traiter par les méthodes indiquées précédemment. On 
peut aussi les ramener à des équations du premier ordre y 
en posant, comme no^s Tavons déjà fait, 

» • * • . , 
et de même pour les variables 2, . . . , u. ' 

On aura ainsi un plus grand nombre d'équations; mais 

il y en "aura toujours un nombre inférieur d'une unité au 

nombre total des variables, et elles seront linéaires et du 

premier ordre par rapport à toutes les variables. ' ' ' 



I 
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Si par ezemple.on avùit les deux équalioDs 

elles ëerai^t remplacées par le système suivant : 

A H- B ^ Cjr'H- D*' -H E^- + Fs -4- 11= 
A' ^ -h B' ^ + Cy ^ D' E> F' « -t- H' = o. 
Les* deux dernières donuerom —<> ^ en* fonction 11- 

dx djB , 

oéaîrc dey', z'^y^ z\ et, 'en opérant comme nous Fa- 
yons indiqué, nous aurons ijuatre équations de la A>rme 

suivante:. . • * 

• ■* « » 



' ' * ' • • 

.* » I» « . . 

• • • ' 

Ton jaura une équation linéaire du quatrième ordre en, y, 
Qnaiid elle^^sera iutc^i'éc, ôn. substituera la yalcur. de j 
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dans Irais des premières, et l'on en tirera la valeur de z 
qui renfermera les (|iialre constantes qui entrent déjà 
dansj'. Si l'on avait suivi Tauire marehe , on aurait diffé- 
rentié deux fois chacune des équations données ^ et l^on 
aurait eu six équations entre lesquelles on aurait éli- 

miné 3->.« • • > 3-7* Ou aurait ensuite substitué à r sa 

valeur en foiietiôn. de x et de quatre constantes arbi- 
traires^ dans les cinq équations conjointes; et Ton en 
aurait tiré la valeur de 2 eu fonction de x et des momies 
constantes arbitraires. 

Équations bnéaires stmukanéeis du premier ordre, 

• ■* » ' * * > 

9È. Ces équations peuYeht être résolues pat rappôti 
aux dérivées des m variables j-, u *, et nous suppô-. 

serons d* abord que les coéfficients de ces variables soient 
des constantes données, mais que les termes qui en sont 
indépendants puissent êlr e des fonctions quelc onques de 
X, JNous aurons des équations de la forme suivante ; 

— -f- Ai>-H B,» -h. + P.» =Xi, 
(i) \ -H A« BjS «l-» • ••4- Piitss Xjf 



• * . ' ' » 

. Ôn pourrait les traiter par les méthodes précédentes^ 
et Ton parviendrait i unç. équation linéaire de Tordre m 
a coefficients constants* Mais il est plus simple d^employer 
le procédé suivant : 

Multipliant ces équations, à partir de la seconde, par 
les.indétermiuéesi^i, ^s». • *, ôm^i^ puis les ajoutant, nous 



129 

tttfons 



« : jj^^— s -}-(A,-4-A,0,H-... + A«ô«_ 



4-(P, -hP, . .-hP, 0,-, ) « 

Or cette équation ne renfermerait plus que la seule va- 
riable 4- di 4* • • • + dim~i tt 9 si les rapports des coeffi- 
cients de js, . . • , » au coefficient âey étaient respective- 
ment dj, dt,. . ^m-tj et ces conditions détermineront, 

( onime oa va le voir, les valeurs, de 0,,. . . , 0„._i. Si Ton 
désigne par — « le coefticient iudé^eiiikiué licj , ou sera 
conduit aux m éqi^ations ^ 

Ai-f- A,0,H-. . .4- A«flU_, = — tf, 
•B, 4- B, Oi -h . . . 4- B« 0«^, = — - • 



(3) 



Ces équations détermineronlf les /m ' inconnues ,aj 
' 6i , . . . , et si Ton désigne pai* X U fonction connue 

l'équation ( a ) deviendra , en * faisant y 4- ' + • • • 

« — I 

.équation linéaire que Ton sait intégrer. Mais occnpons- 
notts d*^)>ord de la résolution des équations (3). 
En laisuiit de o6ië h prmièfe , «n a m ^ i 4qa»ûoh, . 

du pretoîer degré, qui détermineront C,, . ., en 

foncliou de a j les reportant dans la première, on n aura 
plus que Fineonnue rt, et il est facile de voir que l'équa- 
.lion sera du degré,/». Eu eilel, si Ton réunit les coeili- 
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cleiils (les mêmes inconnues dans les m-*— i équations, 
d^où l'on tire ^i,. . . , B,„_i^ on observera (|ue a entre au 
premier degrf* daus le coefiieient de Cj dans la première, 
diç 6s dans la seconde , etc. , enfiu de dans la dernière, 
et que, de plus^ il n'entre dans aucun autre. Donc le 
dénominateur commun des valeurs de ces incoiinues ren- 
fermeca a au degré m i , et le numérateur au degré 
m — 2 seulement. Quand on fera la substitution dans la 
première et qu'on chassera le dénominateur, ou aura évi- 
demment une équation du degré m eli a.' 

Actuellement , l'ét^uation (4) 4oi|ii6 

. ' ■ . ; -i .... ' 
I» =r fl" (C -h/3te-«dip) 5= H- » -fc- . • . ••-I «• 

Si l'on met successivement dans cette équation les m Va- 
leurs de a, on aura à chacpe fois des valeurs différentes 
pour 6t9 • • • y ^m^u l'on pourra prendre poiir là con- 
stante C des valeurs différentes arbitraires, puisque toutes 

ces équations subsistent indépendamment les unes des 
autres. 

On aura doiie ainsi m équations du premier degré entre 
X et les m variables r. Les- valeurs de ces va- 

riables en fonction de jr renfermeront m constantes arbi- 
traires, et seront de la forme 

!j=a,c-'(C,-i- J X<r-*'"^/x)-f-a,<^^'(C54-/Xt'-''»'«/x)H-. 



Les valeurs des constantes se détermineront très-iacile- 
ment si pour unejnertaine valeur a:« d&x on. connaît les 
valeurs jr^, Zo* - «o des fonctions j^, . . , u. En effet, 
on prendra, pour plus de simplicité^ toutes les intégrales 
à partir de ^^^ein dansJa vdeur de v tipuvée ci-destos, 
09 fait X = Xt, on aura 



ce qui détermine la constante C relative k une quelconque 
des valeurs de a, di,.... On connaîtra donc ainsi les m 
constantes Cj, C,,..., C,^. 

Si les seconds membres des équaiions (i) étaienl nuis, 
on aurait seulement 

jr s= C«, + C, -f- ... , 



Si Ton suppose toutes les constantes nulles, excepté 
une, on aura des solutions de la forme 

Les rapports des variables sont constants , quel que* 
soit C, et les valeurs générales sont formées des sommes 

de ces solutions particulières correspondantes aux divers 
exposants «1,,.., a^. 

83. Soient pour exemple les deux équations - ^ 

{«) ^-HAjr-+.B» = o, . ^4- A,^-kB»» = o. 

Multipliant la seconde par 0, et Tajoulant à la première; 
il vient • . 

■ f^l£^;lf)H-(AH-0A.)r-h(B-|-«B,)«=o. 

4 

Posons 



(6) j4-e«î±5t^, A + 0A, = — 
l'équation précédente deviendra 



(7) 



dp 

dx 



— WsrO, 



et ^ sera déterminé par l'équation . 
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OU 



(*) A|6» (A — B,) e — B = o. 

Soient 0t les deux racines de cette équation*, Vi, 

les valeurs correspondantes de a,, celles de â ^ on 



aura 



/H- e,» = i^,, 
d*où Ton ticera 

9t — P| 



(0 



0. — ». ' 



Or l'équation (y) donne u= Ce"-^, et si l'on désigne par 
Ct, Ct les valeurs de la constante C correspoudautes à 
6i, Ofj les équations (c) deviendront « . 



c, 6,g«i»^C,6,<?— 



Si- les racines' de Féquatioti (â) étaient imaginaires, les 
valeurs de y et ^ se présenteraient sous une forme ima- 
ginaire, ct on leur donnerait la forme réelle par les 
transformations ordinaires. Mais si ces racines étaient 
égales, les dénominateurs de y et z deviendraient nuls^ 
alors les formules ({') seraient absurdes, à moinf .qa'on 
ne supposât, ^inme on pea^ le faire, que les constantes ^ 
C«, Ct devinssent .égales en même temps que di, et 
. ces formules donneraient les valeurs de y et s sous la 

'forme 2. . - . " • * ' ■ i . • 

G . 

pour déduire des éijuallons (^) les valeurs relatives à 
ce cas particulier, on pourra supposer que les coefficients 
des équations (a), ou feulement l'un d'eux choisi à vo*- 
lenfé, soient modifiés de manière que les valeurs de 6'ù.e 
soient plus ^ales\ et qvûofk fasse tendre ensuite ces ooef- 
fiçiénts vers les valeurs données. U suffira de trouver léa 
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limites des valeurs de y et z, avec deux constantes arhi*^ 
. traires , pour avoir la solution chercliée. On pourrait 
suivre pour cela la même marche qui a été suivie pré(»^ 
demm^ntdans un cas semblable; mais il est possible d'a- 
bréger le calcul par les considérations suivantes, qui sont 
applicables dans d autres eircoiislances. 

Ou remarquera d'abord que les deux termes des frac- 
tions qui représentent et z peuvent être regardés comme * 
des fonctions de la variable $t qui tend vers la limite 01 : 
car m dépend de 0, par la seconde des équations (ê), et 
la constante Ct tendant vers Ci peut être considérée 
comme une fonction arbitraire de 0t, . ayant pour4îmite 
Cj. On pourra alors traiter les formules (Ç) d après ks 
règles ordinaires relatives aux fractions qui se réduiseat 

à ^ pour une "valeur particulière d*une lettre qu'elles ren- 
ferment. 

Ditférentiant donc par rapport à B$ les deuic termes des 
fractions qui représentent j et x, on aura pour la pre- 
mière 

et poiit la seconde " . 

et Ton aura les limites de r ct Zy en faisant dans ces ex- 
pressions 0t=.ô|, a, = at, C« = Ci,.jCt observant que 
dC ' ' ' ' * 

— ' sera une constante entièrement arbjitraîre C, puisque 

Ca csi une fonciiou arbitraire de 9^. Quant à ^% ou en 

détenkiln'era la valeur au moyen de U seconde équation (€) , 
dans laquelle op considérera -Â et A« constants , et qui . 
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donne 

da 



On trouvera ainsi , pour le cas des raoinea égales, 

a = (C — C»A,x)e-»% ^ = (C, — Ô.C -H Ô.C, A, 

84. Si, dans les équations (i), les coetiicients Ai, 
Âi,..., Pi, Pj,... étaient fouction de la méthode em- 
ployée devrait nécessairement être modifiée, parée que 

^ -h Wi ^ + . . . -h ^H^x ^ ue serait plus la dérivée de 

jr^-^j* 4-. fl^^jtt* VU' que les facteurs 
ne pourraient plus être constants. Néanmoins on com- 
mencerait de la même manière ^ et Ton poserait 

d'où Pou tirerait . . . 

dy. dz du dv r/O, rfôm— i 

-j- — 4- ... -h -F-=3 ••• — M > • • 

. dCr dir 7' €ir dte ^ «&• ' 

L'équation précédantCf servirait à éliiliiner y de l'équa- 
tion obtentie en. ajoutant les m équations ; on égalerait 
ensuite à ^éh> lés coeffiicients dès m — i variables js,.. si, 
dans cette équation; il en résulterait d'abord m — i équa- 
tions non linéaires du pit tiiier ordre entre les m — i va- 
riables ^m-i» et en outre une équation du premier 
oi:dre en que Fqç traiterait après la détermination de 

Pourdonner un èxiemplede ce procédé, soient les deitic 
équations ' • ' ' ' - . 

(«) ^ H- Aj^.H-B«=rX, ^ -4- A, j + B.sœ X,; 



multipliai^t la seconde par et Pajoutant à la première, 
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il vient ' 

■ 

C* ) + 9 ^ (A -I- flA.)r (B 4- 0B,)« X + 0X„ 
ir + 8«==f» d'où . j'=:i» — 



. et 



iH-6:r = :3 «-r-- 

^ , IBP «8 <Mr ox' 

Féquation (h) devient alors 

Si l'onc^ale à zéro le coefficient dç z, on aura, au lieu de 
, cette équation y les deux suivantes : « - "... 

I ^-hA,«'-h(A-B.)Ô-B = o, 

^ i dv . ^ . 

commeneera par chercher à intégrer la première , qui ^ 
ne renferme qUe â et et si Ton peut y parvenir, la se- ' 
conde donnera i' sans difficulté. On déterminera ensuite 

j et z en prenant deux valeurs de B correspondantes à., 
deux valeurs de la ( oastanlc qu'elle renferme. 

Si les coeffieienls sont constants, on peut satisfaire à la 
première des équations, (c) en posant 

A,fl^^.(A— .B.)0 — B = o/ ' 

ce qui (loniierail pour B deux valeurs; on en trouveiait, 
par suite, deux pour y, et l oii eu déduirait et 5. On 
pourrait aussi intégrer généralement réquation eu 0, et 
prendre deux valeurs de cette fonction de x correspon- 
dantes à deux valeurs de la constante, comme dans le €»s 
où les coefficients éuient fonctions de ju 
' Ce-dernier procédé sera appliqué aveè a^can^e au cas* 
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OÙ les deux racines de* Téquation 

A,0'+{A — B,)Q-B = o 

étant égales , 1m formules données par le premier de- 
viennent illusoires. Dans ce cas , on a , en désignant par « 
cette iraleur de 9^ , 

^4-A.(0-«V=o, . 

d'où 

^ 1 

A,xH-<r 

c étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux 
valeurs oo et o, qui sont ici les plus commodes^ on trouve 

pour & les deux valeurs oc et a + qui , substituées 

dans la seconde équation (c), donneront deux valeurs 
de Vf d'où Ton tirera y et z. 

85. Autre méthode dans le cas des coefficients con*- 
stants, — Lorsc[ue les derniers termes X,,. . . , X,„ des 

éi[uations (i) manquent, on remarque d abord que la 
somme de plusieurs syslèim s de valeurs de j^,. , . , u, qui 
satisfont séparément à res équations , y satisfait aussi , et 
que, par conséquent» il suffit de trouver m systèmes ren*- 
fermant chacun une constante arbitraire. 

Pour cela on établira des rapports déterminés arbi- 
traires entre les variables , en posant 

d'où résulteront les équations suivantes : 

~ H- ^ ( A, B, « -H . . . -h P.fi) = o , 

~ H- (A, -H B,a . . H- P,|*) = O, 



Py-'-hJ'(A«-t-B,«+....-h P»ft)s=o. 



II. 



l30 LtVEB ly. 

Pour que ces équations s^accordent, on aura les m — i 
conditions 



A « H- B« a H- . • . H- P« p = pi ( A , 4- B , a -h . . H- P, fi ) , 

ou, en introduisant une nouvelle inconnue — a qni re- 
présente le facteur commun k tous les seconds membres , 

AiH-Bia-i-...-HP, ft= — «, 

A , -H B2 a -+- . . 4- Pî = — «a, 

A«-+-B«a-t-. . .-H Pa,fA = — 

Si des m — i dernières on tire les valeur^ de 
on reconnaitra, comme dans laças précédent, queTéqua- 
tîon en a sera du m'^*"' degré : et il serait facile de prouver 
Tidentité de ces deux équations en a, diaprés la fofme des 
équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de a, S,..., a, et il ne s'agit plus que de eonnaître j^, qui 
sera donné par réquation 

= 

d*où y = Ce" % C étant arbitraire^ on aura donc une so- 
lution des équations proposées , en prenant 

# 

On aura m systèmes semblablfes, en prenant pour a ses m 
valeurs; ils renfermeront chacun une constante arbi- 
traire, et, en les ajoutant, on aura la solution générale 

N 
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de la question , exprimée par les fornmles suivantes : 

I 



Si plusieurs des racines ai, at devenaient %ales, 
on agirait comme on Ta déjà fait en pareille circonstance, 
et les valeurs de contiendraient toujours m 

constantes arbitraires. 

88. Il est facile de passer de ce cas à celui des équa* 
tions ( I ) : il sufHt, pour cela, de substituer aux constantes 

Ç, , Cs,..., C,„ des fonctions de comme nous l'avons 

déjà fait dans une circonstance aiialofiuc. 

Diirércntiant les équations (7) et reportant les valeurs 

de ^9 " * ) ^ dans les équations ( 1 ) , il ne restera que les 

termes affectés des différentielles de Ci,..., C», et les 
seconds membres Xj 9*.> , X^* 
On aura ainsi 



On tirera de là les valeurs de fonction 

de x\ et, en les intégrant, on connaîtra C|,..., Si on 
les substitue dans les équations (7), on aura les solutions 
générales des équations (i), renfiémanlles us constantes 
qui proviennent des quadratures relatives à C«,. .., C,„. 

H7* On peut appliquer à plusieurs équatioBs simulta» 

9- 



% 
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nées une remarque qui a été faite précédemment dans le 
cas d'une seule équation difTérentielle. 

Soicul, par exemple, les deux équations du premier 
ord^e 

(1) F(jr,j^,«,/,«') = o, »7=o, 

dans lesquelles on suppose j'=^> z' = ^- 

Admettons qu*on connaisse les intégrales générales de 
ces deux équations, et représentons^les par 

(2) jr=f{x^a,b), z=:'^{x,a,b), 

aelb étant deux constantes arbitraires. 

Les équations (i) deviendraient identiques en or, a, ^, 
çi Ton y substituait les expressions (2). Si nous les diffé- 
rentions par rapport h a dans cette supposition, nous au- 
rons des résultats identiquement nuls; d*où résulteront 

les équations 

elFdr dF ds dfdy d^d%' 
dy da dz da dy* da dz' da 

dfdy df dz df dr' df dz ^ 
ilj da dz da df da dil da^ ' 



ou, en posant ^ ~ 



dy dz 
3i = «»3r=*'> 



(3) 



dy " rfz flfr' da:^ dz'd^ ®' 

<ff <lf df du df dv 
dy dz dy da: dz dx 



Concevons maintenant que dans les coclticicnts 

dy dy 

on ait remis pourj", ir,y, ^' leurs valeurs en x, <t, 5, on 
aura deux équations linéaires en m, i opetBcients fonc- 
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lions de qui seront satisfaites quand on y mettra pour 
u et les fonctions —y 

da da 

On verrait semblablement que les équations (3) admet- 

lent pour solution 

Donc y si l'on désigne par Â et 6 deux constantes 
arbitraires ) les intégrales générales des équations (3) 

seront 

Si I ou iTavait iloinié qu(! àcs valeurs dey el z avec une 
seule consiaiiie a, ou u'aurait pu avoir qu^une intégrale 
particulière du système (3). 

On voit ainsi que, lorsqu'on connaîtra les intégrales 
générales d'équations simultanées de forme et d^ordre 
quelconques , on pourra former un système d'équations 
linéaires simultanées, respectivement de même ordre, k 
coefficients variables , et dont les intégrales générales se 
déduiront des premières par de simples diiïérenliatipns. 
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MVRK IV. 



INTÉGRATION PAR SÉRIES. 



88. Nous avons déjà vu comment ou pouvait^ au moyen 
des théorèmes de Taylor et Maclaurin, développer en 
série Tintégrale d'une équation différentielle d'un ordre 
quelconque. On y parvient encore au moyen des coeffi- 
cients indéierminés. Nous allons ciouner quelques exem- 
ples de l'une et de l'autre méthode. 

Considérons d'abord l'équation 

on trouve, eu la différentiant, 

€l'y <{' y (/y 



Faisaul j: = o dans toutes ces équaiious , ou a 
dy d^y n y d^y h* 

et, en général, si m est impair, 

dj^ * 



t 
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t'I b il csl pair, 

m III 

= — » f— » 

(U^ iw -h I //# -h I 

suivant qu'il Càl ou non divisible par 4- 
Ou tire de là , par la lorinule de Maclauriti , 

' 1.2.3"* 1.2.3.4*5 1 9 "*/ 

sin . r 



Aiusi, en représentant par C la cunstante arbitraire 
y* 

-7=, on a 

— 

Cette expression, ne renfermant ([uuue eoiislanie, 
n'est pas Tint^rale générale \ elle dpinie seulcnKMit eelle 
qui peut se développer suivant la formule de Maelaurin. 

Connaissant une intégrale particulière, on aura rinté- 
i^rale générale en rei^ardant C comme fonction de X] et 
l'on sera conduit, d'après la méthode exposée précédem- 
ment, à une itjuation linéaire du premier ordre. 

On trouve d'abord, en substituant la valeur dcj dans 
l'équation proposée, 

posant ~ =r /I, on parvient a 

C, 

p= 



Digitized by Google 



i36 uvu IV. 

Çi éunt une consume arbitraire^ on dédttilde là 

Css C H-C col.* v'^, 

C etC* étant des constantes arbitraires. L'intégrale gé^ 
néraie de la proposée est donc 

(a) / = — • 

89. Si Ton employait la formule de Taylor, au lieu de 
celle de Maclaurin, on obtiendrait l'intégrale générale. 

J» Y 

L'équation (i) ferait connaître la valeur de en fonc- 



tion de et j relatifs à la valeur arbitraire or» ; et 

ses dérivées successives feront connaître (^^^ ) ^^^o 

déterminera le développement dejr suivant les puissances 
dear — «0» renfermant deux constantes arbitraires. D est 
facile de vérifier que' cette valeur de 7 coïncide avec celle 

que doiiiic l é((uatioii (2), en développant celle-ci par rap- 
port aux puissances de x — Xo, après l'avoir mise préala- 
blement sous la forme 

Cl &in Ajc — Xt) ^/i + Ca COS. (x — a:,) ^ 

•3? «^ft 

I + • 

» 

90. Intégrons maintenant la iiième équation par ta 
métbode des coefficients indéterminés. Soit 

la série étant ordonnée par rapport aux puissances crois- 
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saotes de X : on en déduit 

ny =: #îfl| H- yziisâ;^ -f- na^x^ -+-..., 
« rf» • 

-h a, 7 (y — i) x''"*-!- . . . . 

La somme des seconds membres de ces équations doit 
être nulle, quel que soit a?, en vertu de Téquation propo- 
sée : ce qui exige que les coefficients des termes de degrés 
dififérents soient nuls séparément. 

Le plus faible exposant est oc — 3; le coefficient du 
terme total de ce degré donne la condition «{«•+- i) = o, 
équation" à laquelle on satisfait par « = — i ou a = o. 

1°. Soit CL — — I . Le terme na^ x*,ne pouvant dîspa- 
ir^K^ de lui-même doit se réduire avec d'antres; il faut 
dîonc que a ne soit pas inférieur à 6 — à. Si t a<:t a, 
il fiindb'a Ç |$ -^ i) r=: o pour que les termes dé degré 
€ — a se détruisent , ce qui né donne que S s±s o^ piiisque 
g >«. Il faudra ensuite que Ton ait ' ? ' '''^ "'"E 

les coeiûcients donneront les conditions 

On tire de ces diverses équations 

« = — I, 6=s:o, 7 = 1, *=:a,..., 

1.2 1.2.3.4 
^* 1.2. 3' 1.2.3 4'^' 
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11 y a doue deux constantes indéterminées at, a^y et la va- 
leur de jr est 

(I nx /î^^' /l^.r* 

.r i.2 1.2.3.4 1.2 3.4*5.6 

*' \' t.a.3 ~^ I .a.S.4>5 



ou 



1- '^9tn,x Jn 
J =5 i- -h , 

solution identique avec celle que nous avions déjà u ouvée. 

Nous avons pris ê — 2 mais nous aurions pu 
prendre ê — a = Dans ce cas, nous aurions trouve 

seulement jr =s ^9 ce qui ncst quuue intégrale 

particulière. La solution n'aurait été complète qu'en con- 
sidérant l'hypollicse a = o que nous avons déjà indiquée, 
et que. nous allons examiner. 

2°. Soit a = o. Dans ce cas on ne peut avoir ê — 2i<^«, 
parce que le coeHicient de x^~'^ devrait èire nul , ce qui 
donnerait 6 (6 + i) = o, équation impossible puisque 
ê]>a.On aura donc S — 3= a, et, par suite,/ — as= 6.... 

Les exposants ont donc les valeurs suivantes : 

«=o, 6=2, 7 = 4,..., 

les coeiiicienls seront 



^' " I .2.3' ^ I .2.3.4*5' ' '* 



et, par suite, 



IL- 

sin . \ /i 

y/? 
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On ne liouve donc encore qu'une intégrale particulière, 
puisqu il n'y a cpi'une constante arbitraire. Réunie a celle 
que nous avions trouvée en dernier lieu, elle donnerait 
l'intégrale générale. 

91 . Soit encore Féquation 

d ' r I (l Y 



os 



peso 



on aura 



y ï= AtX^ ■+■ A| -i- AiX'^ -f- • . • , 



= A,a(a— i)««-*-f.A,8(6^i)«^-» 
+ ^37(7 — ')*'"^ 



La somme des seconds membres du ces trois équations 
doit être identiquement nulle en vertu de Téquation prcn 

posée. Les termes renfermant x*'' doivent se détcuire, 
ce qui donne 

a (a — i)-+-a=o OU a = o. 

Les U rines renlermaiit x ' ne sauraient, dans ce cas, 
être de degré inférieur à a j car leurs coef&ciculs donne- 
raient 

6 = 0, 

ce qui ne peut être. Donc 

6 — a:=:a, f — a = €,.... 

Ainsi 

Les coelilcieuls doaneiU les conditions 

A,6*-|-A, =0, A37' H- A, =s G,. . 
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d'où 

A| _ A| ^ A 



Aj = -» Aj = — ; — t;» A4 — — j ^ . ? 

2'. 4' a'.4'.6' 



et, par suilc, 

On ne trouve par ce procédé qu'une intégrale particu- 
lière, puisqu^l n'y entre qù^une constante arbitraire. 
92. En appliquant le même procédé à Téquation 



on trouvera 



^ — A, ^ + — - + ^3 . 47:5 * * ' J ' 

ce qui n^est encore qu'une intégrale particulière; d'où 

l'on conclut que l'intégrale générale n'est jxis dévelop- 
paLle suivant les puissances positives, entières ou irac^ 
tioniiaires de x» 
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CHAPITRE XIII. 

INTÉGRATION DKS KQlJATIOiSS DIFFÉHENTIELLES AU 
MOYEN DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



93. Nous avons donné des moyens pour ramener, dans 
certains eas, l'intégration des équations différentielles à 
celle de fonctions de x ou de ^ seulement. Quand cela 
n^est.pas possible, on cherche quelquefois à ramener le 
problème à Tîntégration d*une fonction renfermant x et 
une autre variable, par rapport à laquelle on intègre 
(Mitre des limites déterminées, on regardaiii x comme nue 
louslante. Cette forme d intégrale définie , donnée à j^, 
est souvent utile dans les questions de physicpe mathé- 
matique, et elle le serait bien davantage encore si Ton 
avait des Tables qui fissent connaître la valeur de cette 
intégrale pour une valeur quelconque de la constante x 
qu'elle renferme. 

94. Un moyeu que Ton emploie souvent pour obtenir 
ainsi la valeur de y consiste k développer d'abord cette 
valeur en série,* et à sommer cette série, lorsqu'on peut 
reconnaître une relation simple entre son terme général 
et Tintégrale définie du terme général du développement 
d'une fonction connue de x et d'une autre variable, par 
rapport à laquelle se fait Vintégralioo. C'est ce que nous 
allons éclaircir par des exemples. 

Soit l'équation 
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qui 8C présente dans beaucoup i\v estions de physique 
et de mécanique. En rintcgrant par la méthode des coef- 
ficients indéterminés, on oblimi 1» s deux séries sui- 
vantes, qui fournissent chacune une inlégrale particu- 
lière : 



/ = A 



(-:) 



i.( — J.a.( — «-Th3)( — m-|-5j 
j.?.. ../?.( — m -h 3) (— /«H-5)...( — m^7.p +i) 



1 — 



2x« 



|.2.(jR + + 3) 



1 .2.3.(1» + 1) (/;/ -f- 3). . .(w -f- 5) 

(-0'" 



... 



1 .2. ../?.(/» + 1) (m + 3). . . (m H- 2/? — i) 



Si l'on ajoutait ces deux valeurs dej^, on aurait l'inté- 
grale générale reii fermant deux constantes arbitraires A 
et A'. La première de ces deux séries devient illusoire 
lorsque jr- esi un nouihre positif impair, et la seconde 
lorsque m est un nombre négatif impair. Ainai, dana 
tous les cas, l'une des deax subsiste, et 1*00 tait com- 
ment, une int^rale particulière étant oonime, on pourra 
trouver l'intégrale générale. Si Ton désigne par Tinlé* 
grale connue, l'intégrale générale sera donnée par la £br- 
mule 

(a) y=cy, + ar,J^,- 

Pour obtenir une série de même forme que la seconde des 
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deux précédentes, considérons d'abord le développement 



suivant : 



cos(a cos*>) = 1 — 



a*cos*o) 



a*C0S'«» 
1.2.3.4 



(— a^KcOS'^ 



12.3.. .2/1 

multiplions les deux membres par sin'"~'oi>^o> et inté- 
grons entre o et ir, en supposant toutefois m positif, sans 
quoi rintégrale serait infinie. En ayant égard à la for- 
mule suivante, qui s^obtient par les procédés connus de 
réduction, 



cos''«»sin^«*</ô» 



1 .3.5. , . ( 2 / — ' ( 



7. / — 1 



Xsin^wr/w, 



(fiH- 2) 4). • . (f»+ a» — a) (f*-f- 21 

n dans la(|ue]le il faut, pour la même raison, supposer 
|x > — I , on arrivera a l'équatiou 

ces (a cos u) sia""' w = j sin"~' oid» — . . . , 



1.2.3 . . . /».(m + 1) (ai + 3). . . (m -f- 2/9 — -1) ***' 
ou , en posant a = or , et mettant j* sin*""* fùd(ù en 



fadeur 



_ «ta. 



Jf cos (x^eos«»)siii^' 
o 



2 



, (-ir 

I . a . . . (//iH-ij (//i-r 3] . ..(/»-*- a ^ — i) 
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< e (|ui n'est autre chose que ncHre seconde série, k tm 

facteur constant près. L'intt'gialc qu'cile exprime peut 
donc se mctlre sous la forme suivante : ^ • 

pourvu qâe Von ait m]> o. 

Quant à la première série , qui peut s^écrire ainsi : 



« 

t. 



1 — 



(?)■ 



1714- 1 



on voit que la partie comprise entre les parenthèses ne dif- 
fère de Ja précédente que par le changement de m en- 
— ' m + a* On pourra donc mettre cette dernière équa- 
tion sous la forme suivante , pourvu que Ton ait m a : 

jr ^B,x*-^ J* cos(ar y'/ï cosw) sin'-"»*/», 

B, étant une constante arbitcaire. L'intégrale générale de 
r équation (i) sera donc 



= B J* cos (x cos u) »in*~' •»//•• 
-4- BiX*"" J* cos{x ^« cos »)sjn''''" »«/•», 



toutes .les fois que Ton aura les deux conditions 

Si m est en dehors de ces liinites, une seule des deux in- 
tégrales subsistera , et Téquation (3) , réduite à Tun de ses 
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deux ternief, tie doftttera plus quVne int^ale particu- 
lière. Dans ce c&4, PéfpMtion(a) fera ocm^attre Tinté- 
grale géaénli, " 

Considérons ihaiptenant ks détix cas particuliers cor-, 
respondants à m = o et m = a. *' * " 



' • ■ 



95. Soit d'abord m = 0 , ce qui réduit i'Iqoatîon pn>- 

posée à "h ny = 0^ Ou devra se borner à la secomie 

partie de la formule (3) , ctji'on aura Tintégrale particu- 
lière * » 

COs ( r yZ/l COSw) Sin «ftif». 

£ilcctuain l'intégration et ^représentant par C une con- 
stante arbitraire, il vient « • 

^, = G sin x y'îv. 

La formule (2) donnera par suite, en représentant par 
une seconde constante arbitraire, 

. • • • 

(4) = Csin^c ^ -i- Cj cosx y^/i. 

* • . • 

On serait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant 
directement Téquation 



En opérant comme nous Pavons indiqué pour les éqna- • 

lions linéaires à roefticients coustants, on trouve immé- v 

diatement la formule ^4) • 1 

96. Soit maintenant m = st , ei, pat suite, ^ .* * 
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on ne consei^yj^ora ({uc le premier terme de la formule (3), 
et y en eflectiijuil rint«%ratian9 on trouYera 

r.= — - — 

P*après cela, Téquation (a) donnera pour la valeur de 
rintëgrale générale , 

G ainar ^ + C, 006 ^ 

^= -ï 

On pourrait traiter directement Téquation (5), et poser 
K == on obtiendrait ainsi 

d'où 

« = C siod: ^ -I- Cl cosx 

et, par suite, 

Csinx v'w -+-C, cosxV^ 

97. Il est un autre cas particulier qui exige un artifice 
analogue à celui que nous avons plusieurs fois employé 
dans certains cas de racines égales : c'est celui où Ton a 
I» = I ; les deux parties de la formule (3) se réduisent à 
une seule, et Ton n*a plus qu'une int%rale particulière, 
bien que la yaleiir de m tombe entre les limites o et a. On 
pourrait bien encore recourir à la louuulc (2) ; mais ou 
obtiendra beaucoup plus simplement l'intégrale générale 
de la manière suivante : 

Remplaçons m par 1 -h â dans La secondes partie de^, 
danç la formule (3) ^ elle devient 

'cos(/c 0îcosw) (sinw)r*rfi*} 
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or 

1.2 ' 

d'où . . 

(sin = I — ^ (I. X -H l.sia») 4-. . .5 • 

et la seconde partie delà valeur dey devi(M)i, en négli- 
geant les puissances de 0 supérieures à la première, 

la première partie dej^ devient de même ^ 
cof (d?0ïcofti»)</«i-i-Bd J cos(4;^oo9»i) l.nQwifw. 

Ajoutons ces deux expressions et posons B-|-Bj=C, 

C dësignai^t une constante arbitraire, on aura 

* ' ' ' '»* 

H-(Br-CJ^ r co8(.ç V«cosw)(l. j:-M.sin»)<fe.' 

Jo ' , 

Supposons maintenant que tende vers zéro, et vers 
une constante arbitraire Ci ; on aura pour la valeur com- 
plète de .^, eu passant à la limite, et* observant que 

10. ' 



..... 
. Va»' 



uigiii^ca uy Google 



I4« LIVRE IV. 

1. X + 2 1. sin 0» =: L (x sin* &>) , 

jr:=C j cos \ /i cos w) <fc» , 

COB ^ COS w ) 1. (x lin* » ) cfta . 
Telle est Fîntégrale gt'iiérale de l'équation 

98. 11 est bon de remarquer que toutes les fois que m sera 
un nombre pair positif ou n^égatif, Tune des deux parties 
de la valeur de y donnée par Téquation ( 3 ) pourra s*ez» 
primer Sans aucun signe d'intégration ; quant à l'autre, 
elle dîsparaîtjra, vu que m sera eii dehors des limites o et 
2.. Pour le démontrer, désignons, en général, par Ap l'iu- 

t^rale définie 1 cos (X cos g») sinf* tùdtù \ Pintégration par 

parties donne la relation suivante, en supposant p ^ 3 : 

Si p csL un nombre pair, ou pai viendra, au moyen de 

jcette formule de réduction, à Âo ovl 'J cos. (Xcoso» )//&), 

qui ne peut être obtenu exactement en fonction de A. Si, 
aU'Contraire, p. est impair, est ramené à A» et A^ qui 
peuvent être calculés exactement et «nt. pour valeurs réa* 

peclives 

A, = — — > Aa = ^ (sinX-i->cosX); 

d'où il résulte que l*nne des âeux intégrales particulières 
qui entrent dans Téquàtion (3) pouffa toujours ètreexpri- 
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m dy 
X dx 
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mée eu x , sous iornie finie, lors(|ue m sera uu ];ioiiibre 
impair positif ou négatif. 

99. On peut encore présenter rintégralc de Téqua- 
tion (i) sous une forme qui est souvent préférable à celles 
que nous avons considérées jusqu ici, et particulièrement 
lorsque m est un nombre pair positif ou n^atif. 

Posons 

les constantes a, A, Aj, A», etc., étant indéterminées, 
ainsi que la fonction 9 (x) dont nous désignons les déri- ' 
▼ëes successives par (x), (f" (x), etc. Substituons cette 
valeur àe jr dans l'équalioii (i), et cherchons s'il est pos- 
sible d'ammler les coefficients des diverses puissances 
de qui seront eu évidence. 

Endifférentiantdeuz fois de suite/, on trouve 



a— J 



dx 



j a5A«(«-i>«-a f («) 4- A, (« -f- A,(«H-a)(«^l ) x« ^» («) -+.. 

H-2Aa*«-» y'(x) -j-.a A, (« ^ i) x« / (r) h-. 

H- Ajc«ji*(x)H;-. 

Si nous substituons et's développenuiuts dans l'équa- 
tio^ ( I ) , et que nous égalions à zéro le coefiicieut du terme 

général qlii contient xf^'^^^'^^ nous trouverons 

« 

. . .H-/?A,^,^'(x)=:o; . ^ 

et pour que cette relation entre {x) et (or) soit plus 
simple et ne dépende pas de />, nous poserojis 

(«H- /#) («-f»/» + «I — i) A^,-h (aai a/> H- iw — a) Ajh-i =05 
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d'où il résultera 

V(«).-Hii^»(4f) = d, 

équation à laquelle ou satisfera, quel que soit le nombre 
entier Pf en posant 

d OU 1 on conclut 

C et C étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul ne 
s'applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la substitution de la valeur de y dans Téquation (i) ^ il 
suppose que p soit au moins égal à a, et il nécessaire 
de' considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances « — i et « « a de x. En galant à zéro leurs 
coefficients respectifs, on obtient 

a (a — l) H- mot =s 0, A, (a H- iii) -h A{i» -h a «) =0. 

La première donne 

' «t=SO, Ott «=1—1», 

et la seconde conduit, dans 1 un et l'autre cas, à l'équa- 
. tion 

, A| = — A. , 

• Examinons successivement les développements corres- 
pondants à ces deux valeurs de (x. 

Soit a =^ I — m ; la relation générale entre et' 

A^_x devient 

jt> (/> — /« -4- 0 A, = (/» — 2/?) A^. 

En changeant successivement p m p — i, p — 2, etc., 
on déterminera en fonction de A, ; et comme Ai = — A, 
on connaîtra le cocffîcic nt général Ap en fonction de A 
(|ui restera indéterminé, mais que l'on pourra prendre 
égal à Tunilé , à cause des constantes ÇffG> 
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On trouvera ainsi . . 

(m — — ii? + 2).â,(/« — 4) ' 

et la valeur de / aura pour expression 

CsiDo: y /a -i-C cos.« sjn^x ' — -4- . . . 

{ni — 3}...(/« — JJ — l)l.2.../9 - «/x/* 

Lorsque l'on trouvera pour un certain coefficient 

une valeur égale à zéro, la série arrêtée au icrnie précé- 
dent satisfera h ré(|uation différentielle, et V intégrale 
générale sera donnée par un nombre fini de termes. 
Cela arrivera toutes les fois que m sera un nombre p.air 
positif. 

of*, jSoit maintenant a =-0; la relation entre Ap^t et 
devient 



d OÙ Ton tire, en supposant encore A == i , 

' (in + ij(m*h2). ..(nr+Z' — i) ' i«p...j?' 
€t Ift valeur de jr sera 

_ . r ^1 r rfCCsinjr cosjry^/O . 
jrasCsinxVJi-f-Ccosj?v>«r-^ ■ ' ï— ^4-... - 

^ (— jtV (w-f-2) (/m+4)---(^^^-^^/^"~^) <^(C8inj^/^-l-C cosx^^ ^ 

< 

On arrêtera celte série, comme la précédente, au terme 
donitle' coeiEcicni sera nul; ce qui arriviera si la est un 
nombre pair n^atif. D'où l'on tire cette conséqucnoe jm* 
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portante, que Y intégrale générale de l équation (i) })eut 
toujours s^exj)rùji(.r par un nombre jini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif, 

100. Équation de Biccati. — Uéquation noD- linéaire 
que l'on désigne ainsi est la suivante : 

dx 

Si l'on pose, avec Euler, ^ s= -j—» ou obtient, eu iaisant 

et font se réduit à int^prer cette équation linéaire du se- 
cond ordre : car la valeur générale de u sera de la forme 

G et C étant des constante» arbitraires \ il en résultera 



du ^ du* ^, du-, 
— = C — î C — \ 
dx . dx dx 



et, par suite. 



I ilj: dx 1 (7 (Ix dx 

Q 

Cette valeur de^ renfermant ui^e constante arbitraire ^ 

sera Tint^rale générale de la proposée.' 
U reste donc à intégrer Téquation 

d*u 

On peut ramener cette équation à une autrd de la forme • 
de Téquûtion (i), en changeant la variable indépendante 
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X, et posant x''=Tz, k vt p éunt des coDstautes indé- 
terjiMnées. Ou trouve ainsi 

pip — i) du 

k dt ■ 

Les deux termes exti'èiiies ne renfermeront plus x si Von 

pose 2/? — 2 = m, d'où y? = ^ + et qu'on divise par 

x^. Si 1 on divise, en outre, P^'^^> et qu'on exprime a: 
en ^ y on obtiendra 

a m 



dz? 



4- 



I du 



et si , pour simplifier cette 'équadon, on détermine k par 
la condition 



m 

— hi 

2 



A*'=(^'|^4-iyt' d»où ^ = -^, 
ou aura à int^rer Féqu^tion suivante: 

• rf*a. \m 4-2/ 



1^ 



du ^ ^ 
— — - u =r O) 

dZ . ■ 



qui rentre diiins rëquàâon (i) en y clià^ei^iiè m lî'en 
— ^-r- et ^ 1 ^ qu;i <joune .jiieu aux Gpuj»équ9l>cea jniih 



V au les ; ' . '^ 



1**. Si _^ ^ est un nombre pair positif oun^atif, les 

deux valeurs de u pourront s'exprimer païf un nombre • ' 
fîni de termes çn z , et , par suite , en x. 
Soit donc 

m 



m 4- 2 



= 21 21, 
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I élani uu nombre eiili«r positif^ ou en tii*c 

q=4' 

rbai — i 

1^ signes supérieurs se correspondant, ainsi que les infé- 
rieurs. Celte expression se réduit à la furme suivante: 

Ainsi 1 équation cl(; Jliccati pourra s intégrer complète- 
ment lorsque m sera renfermé dans cette formule. 

a**. Si - ^ ^ est compris eotre o et a , la valeur géné- 
rale de u pourra 6*expriinejr an moyen de la formule (3). . 

On voit d'abord que si ni est positif, — — est nécessâi- 

'rement compris entre o et 3, et l'équation de Riccati 8*in- 
t^era par le moyen de deux latérales définies simples. 
Si m est n^atif , soit m rs ^ m', on aura 

m' «* ^ • 

la première exige m';> a, et la seconde, m';>.4« bonc 

on intégrera encore de la même mdnière l'équation de 
Riccati lorsque m sera compris entre — i\ cl — x . Ce 
n'est donc que pour les valeurs de m comprises entre o 
et — 4 j <pe l'intégrale cherchée ne pourra s'exprimer au 
moyen de deux intégrales définies, simples* 

La formule ( 3 ) devient , en y changeant m en ^ «t 
«=B^ cos(«^^^cos»)sin"*'*'''«»rf» 



-♦-B,s j. cos^sy — icoswjsm «««. 
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» ' m . 

Remplaçant z par sa valeur ^ r'^ , et . posant 
= il vient 

Si l'on fait disparaître les imaginaires, cette formule de- 
vient 

s+, • \ 



—9 



ini ad» 4 s 



B et étant deux consuutes arbitraires j ,et le rapport 
B * • ' ' * • -■ ■ 

g; serai la seule constante- que renfennera l'intégrale de 

l'équation de Riccati. 

Si m est entre les limites ù et. — 4 9 ^« seule des deux 
intégrales définies subsisle, et l'intégrale générale sera 
donn^ au moyen de la £birmule (2). Soit tit la valeur par- 
ticulière de tt , on trouvera 



du, 

y== — h 



Cl étant une constant(; m Intraire. Cette expression est 
moins simple que la jirécédente, mais c'est précisément 
dans ce même intervalle, entre o et — 4 ? (fue se trouvént 
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comprifies'les.yalears renfermées dans la formule ^r^-^ t 

et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Sî m aVaît 
pour valeur la première limitée, l'équation à intégrer 
serait 

ci' n 

qui donne 

Si m a pour valeur la seconde limite — 4 > ^ ^ consi- 
dérer Féquation 

d^u du ^ 
qui a déjà été traitée , et qui , en posant » = je "^«d">* ^ 



d^où Ton lire 
et, par suite, 



z 



4^ Entre les limites o et —4, il y a une valeur qùî 
rend les deux intégrales illusoires : c'est m = — a. Dans 

ce cas , l'équation primitive en « denent — — -p- î 

elle rentre dans une classe d'équations que nous avons 
donné le moyen d'intégrer. Son intégrale généi aie sera 

. M = Ca?*' + C ix''\ et étant les racines de réquaûon 

l A» — A — A=:o. 

iOi. Soit encore Féquation non linéaire 
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posons de même - . ' 

i du 
^ ^ an dx^ 

et FcquatioD proposée deviendra 

Soit , 

— — tf* = f , 
P 

il €n rétolter^ 

fi^ u I du 

ce qui n pst qu'on cas particulier de l'équation (i). On 
aura donc 

ou 

Jo 

Il ne reste plus qu'à substituer à 2 sa valeur en a:; et se 
déduira de u, eomme dans le cas de l'équation de Riccati. 

• 103. Considérons. encore Téquation suivante, qui se 
rencon^ dans lesapplications physiques , 

posons s o:*^^ g , il viendra 
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« 

qui rentre dans l'équation (i), en y changeant m en 
A (n + 1) et n en p*. 

Si Ton suppose n positif, et quelconque d'ailleurs , 
a (ra + 1) n'étant pas compris entre o et 2 , on ne pourra 

exprimer qu'une intégrale particulière au moyen d'une 
int^ale définie. Son expression sera 



oos (/Mr.oo8«»)sin'*^' , 



Ton pourra, comme on l a déjà vu, en d^îduire l'inté- 
grale complète. La.valeur de j^, qui s en déduit, est 

yssKa^J cos(/»«cos«»)sb*»+' 

Dans le cas particulier où «=1, l'équation proposée 
devient 



et Ton aura 



y^kx^J oo8(jMrcoStt>)sîn*t»«f«»; 
et, effieauant Tintégration , 

* 

B étant une constante arbitraire. En la considérant comme 
fonction de X, ou déterminera facilement l'intégrale com- 
plète. 
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CHAPITRE XIV. 

DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFJNIES 

PAU l'intégkatjom d'équations différemtielles. 



103. La recherche d'imeiiit^grdeéilftiiè'i^ 
fois être ramenée à l'int^fration d'une équation différen- 
tielle, relative à Tune dès constantes qui entrent sous le 

signe J* ' 

Les dérivées de cetlc inu-^ralo par rapport à ( es con- 
stantes seront des intégrales prises entre les mêmes li- 
mites • et si l'on peut par ces difTérentiations reproduire 
la première intégrale, en Téliniinant on aura une équa- 
tion entre ses dérivées par rapport à une des constanlies. 
Si Ton peut l'int^rer, ou^i^ura une exp'ressîim qui ren- 
fermera riu[li%ildé déAiii^ ^mme cas particulier, et il 
ne s'agira plus que de dé&hnitter lés constantes arbi- 
traires <teniaxnèk« qu'elle, se réduise à celt^intégraLç el)e- 

1<M. Soit, par exemple, l'intégrale définie 



■f. 



'i'H7 ■ "y}} 



C0S(«CCM«»)</«C'^ V 



Considérons-la comme une fonction de x, et posons ^ 



l6o LIV&K IV. 

Diiïiéreutiant deux fok par rappôrt à x, il viei^t 



clf 



= — / nil(xC0«M)cO8«ftlfM, 

dr ' ' 

= — I C0»(4!C0S«|)C0S" 

Il 

Pour rendre ces expressions plus faeilcment compara- 
bles , il faut itUrodiiire cos(.r cosw) au lieu de sin (oc cosco) 
dans la seconde \ et c'est ce que l'on fera en intégrant par 
parties. On aura ainsi 

— sia6> sin(a; C0S6)) — x ^ sia^w cos(xco$w)i/b>. 
Le premier terme disparaît, aux limites o et 9r , et il vient 

— = — - X j cos(x cosw) sin w Jo4. 

Divisant par x et ajoutant à la troisième équation, on ob- 
tient 



d_ 
dx 



r^-l--H^=— r ces («c<is» )«?•». 

'x-" X dx Jo 



L'intégrale cbcrcliée étant ainsi reproduite, il suffira 
de la remplacer par^ pour avoir Téqualiou différentielle 
chercliée, qui sera 

105. La détermination de cos (x cosco) <2cù a été ra- 
menée à Tin li'i^ra lion de l'équation (2), que nous avons 
traitée dans le n" 97. Mais , comme nous n'en avons déve- 
loppé qu'une intégrale particulière, .on ne peut savoir si 
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c*est elle qui doit donner la valeur de Tintégrale définie. 
On voit donc qu'il est, en général^ nécessaire de con- 
naître Tintégrale oomplèle de TéquAtion dififértentiçlle à 
laquelle on est conduit, pour pouvoir en dédoire la v«> 
leur de l'intégrale définie cherchée. 

Cependant, dans le cas actuel, il est facile de s'assurer 
que la série trouvée pour intégrale de réquation (2) coïn- 

Xit 
cos (x 006 Cl)) dw , en donnant une valeur con- 

venable à la constante. 

En effet y développant cos [x coso») en série, on a 

x'co»'» d:*oos*«» j:*'"coft'"w 
cos(xco5»)= i — h — - w*'* '^TZ — ^ — 

Multiplions par dtù et. intégrons entre p et ir, en obser- 
vant que 



X 



. -1.3.5. . .(aiM — i) 

COS**»«Sf»= "■ / g ' • 

i0 • «3 0t 



il viendra 

cos(x coS«) = ir ^ i - - 4- - ^T^. . 

Ainsi r intégrale définie cos (x C(»(«») da» n'est autre 

chose que Fîntégrale particulière que nous avion^trôuyée 
pour réquation (2), e^f'daSirlaquelîc cnk'sMpbsellf^'^^ 
stante arbitraire égale à t:. ^ i^^Ui^^v^^^^^ 

106. Cherchons maintenant Téquation qui détecMiaew 
rail rintégralc dàbicy*'^ e^^^'ei^Àr^F» que nous 

connaissons déjà. 

II. •« 
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Soit 
on tnmvera , 



Or • 



m* 
0 



H 7 I tf"" *. cos 2 nxdx. 

Donc 



d'où y:^Ce ' 
Ainsi J^* cos 2 luc <2v est compris dans Teicpres- 



sîon Ce "* 9 dans laquelle C est ind^ndant de x, et it : 



H* 



il reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce 

devienne égal à cette intégrale définie. Or, pour il=ro, 
l'intégrale devient 



/•os 



ou 

2WI- 



et Ce "** se réduit à donc la valeur de la consunte C 

i/ 77 ' ' 

devait être — > et l'on a 

2« 



X 



r — 
*^ cos 2 nxdx = — <^ 



2 m 

comme nous Tavions trouvée par une autre voie. 
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$i Toii avait regardé f e"'"''*cosaiMCi4r comme fimA- 



tion de m, on aurait trouvé 



dm 

doù 



^ m* 



et Ton trouverait 



C = — et r=s— c *" 



107. G>ii6idéron8 , en dernier lieu , rint^rale 
et posons 



r 



Jr^ CQSaxdx 



Nous ne pronous pas do suite la limite oo , pour éviter 
une diilicuhé dont nous parlerons tout à riieure. Diflîér 
rentiant deux fois par rapport à a, il vient 



-j-ïL= — I =:y — f ca%axda:=iY 



sin<f/ 

9 



et si Ton faisait / = oo , on voit que le second membre 
se présenterait sous une forme indéterminée* 
Il faut maintenant intégrer Féquatîon linéaire . 

'-71- — r H = o. 

Si l'on néglige d abord le dernier terme , ou trouvera 

II. 
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pour inlégrale y = A e 4- l'ifr" : considérant ensuite A 
et B comme des fonctions de a , ou trouvera ^ pour Tinté- 
gralje générale de Tecpiation en question 9 



jrsCc«-f-C,*-*H / da I da. 



2, 



C et Cl étant des constantes arbitraires. 

II faut maintenant supposer que /croisse indéfiniment» 
et cberclier la limite du second membre. 

Or, quand / est extrêmement grand, sin al passe par 
toutes les valeurs de — i à -f- i pour un accroissement 
extrêmement petit de pour lequel on peut regarder les 
autres facteurs comme constants. Les éléments des inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en est de 
même depuis une valeur £nie quelconque de a jusqu^à Tin- 
iini. Il suffit donc de considérer les éléments de ces inté- 
grales entre o et une valeur infiniment petite de a. Mais 
alors et e"" peuvent être remplacés par Tunité dans les 

intégrales qui' se réduisent à ^ ' et les deux derniers termes 

rentrent dans les premiers. 

A' •^ ^^ ■ 1 r- 1 r^oo&axiix co&oxdx 
Amsila limite ciel intégrale J T' I . 

étant désignée par j^, on a 

Il ne reste plus qu\à déterminer les constantes C, Ci. 
Or, si a est positif, Ce" croîtra iudéûiLimcut avec a, ce 

qui ne peut convenir^ uonc C = o. Ue plus j 
devient égale à - pour a = o; donc Ci = - et 
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Si a était négatif, on aurait Ci = o et C = - > et, par 



suite, 



i 



— = - e*. 



i08. Si Ton diflérenlic les deux membres de cette équa- 
tion par rapport^à a, on aura 



a t'iant lu'gatif. Si l'on différcnlie l'cqualiou qui se rap- 
porte au cas de a positif, on aura 
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CHAPITRE XV. 

OËTEBMINATIOH DES SÉBIE8 PAR L'INTÉCBATIOH 

I 

D*ÉQUATIONS DIFFÉREIITIELLES. 



109. Nous avons vu comment Fintégrale d'une équa- 
lîoa différentieile pouvait être développée en série; mais 
on peut réciproquement se proposer de trouver Téqua- 
tîon différentielle dont une série donnée serait Tint^râle. 

Si cette équation jieut être intégrée compiétemciu suus 
forme finie, on saura détennincr la fonction dont on 
avait le développement. Pour obtenir cette équa lion , ou 
dii'férentie une ou plusieurs fois la série» ou d'autres 
séries qu'on en déduit « de manière à reproduire celle 
que Fou cherche, qu^on peut alors éliminer. Si elle ne se 
reproduit pas, mais qu^on parvienne à une série qu^on 
sache sommer, on peut encore obtenir Téquation cher- 
chée. 

110. Soit, par exemple , la série 

y = i 1 5—7 s» 

1.3 1.2.3.4 1*2. ..O 

on trouvera, en différentiant deux fois, 

■T-r ~ — * -* • • • • 

1.2 1.2.3.4 

cette série étant, au signe près, celle que Ton cherche* 
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on peud eiimioer, et l'on obtient l'équation difTérentielle 



d'y _ 



Par la ihéorie des équalious linéaires, oii trouvera 

^ = A cos X -\- B sin X , 

Â et B étant des constantes & déterminer. 

Pour cela on observera que la série conserve la même 
valeur quand on change le sii^ne de x\ donc B = o. De 
plus, elle se réduit à i pour a; = o^ donc A = i, et la 
série est égalé à oosx, oomme on le savait d'ailleurs. 

111. Soit encore la série 



.r» jp« a* 

I ! ; — 

t 1.2 2.3 4 

on en déduit 



(lY Je 1'^ 1?' 

_=_,+___ + __-+...=_, H.|.(,+,)} 

dans ce cas, on est arrivé à une série qui n'est pas iden- 
tique avec la proposée, mais que Ton a pu souu&er. 
U faut maintenant intégrer l'équation 

dy 

— H- 1. (.1 ou r = — (1 •«), 

r 

qui donne 

= C — a;» -H (i -h .«) 1. (t -4- x), 

La oonstânte C doit être égale à i, puisque là série se ré- 
duit à I pour x^o\ donc 
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On aurait pu difTéreutier une lois de plus, ei Ton aurait eu 



il aurait fallu alors int^rer l'équation 

d}y I 



d'où 

Pour déterminer G, on observera que Ton a ^ = — i 
pour j: = o \ donc C = — i , et 

"7-3= — I 4-1. (l-f-Jî). 

On aurait continué comme dans le premier calcul, 
iiâ. Considérons, en dernier lieu, la série 

elle donne d'abord 



Pour faire disparaître le dernier facteur de cliaquc déno- 
minateur, multiplions les deux membres par x, puis diifé- 
rentious-lcs, il viendra 

r dY jr^ jr* *' 



d^ dx a» 2». 4» ^ 2'.4«.6' 

I 1 ~, , y. -h . . . I" 

a' 2'. 4' 2'.4- / 
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On a reproduit ainsi la série proposée, et, en rélimi- 
' nant, on obtient 

OU 

Et, en effet, nous avons reconnu précédemment que 
cette équation di£férentieile a pour intégrale particulière 
la série proposée; mais nous ferons observer ici, comme 
nous l'avons £iit pour la détermination des int^rales dé- 
finies, qu'il est, en général, nécessaire 41e connaître Tin- 
tégralè complète de l'équation différentielle à laquelle on 
parvient. 
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CHAPITRE XVL 

APPLICATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A LA 
RECHERCHE DE FONCTIONS DONT ON CONNAIT 
CERTAINES PI^OPmÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. 



113. Soil proposé de trouvci une fonction z = f 
telle que l'on ait pour toute valeur de x et j'y 

(i) ç,(x)-h,p(^)=ç(x-f-r). 

Si l'ondifFérentie cette équation par rapport à x, en con- 
sidérant comme constant, on a 

d'où l'on conclut que ^{x) est constant, quel que soit 
et que, par conséquent, on a 

dz 

^^^'^ 

a désiguaut une constante. On en déduit 
(2} s=ff«H-^9 

b étant une nouvelle constante. 

La fonction (p, qui satisfait h l'équation (i), est donc 

nécessairement comprise dans celles que représente la. 
formule (2). Mais la réciproque n'est pas sûre, et il faut 
tâcher de déterminer les constantes a et é de manière 
que la substitution de la valeur trouvée de z rende Té- 
quation (i) identique. On trouve pour résultat de cette 
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substitution , 

ax '4- b ajr b a {x H-/) H- b^ 

ce qui exige que l'on ait Z> = o, d'où résulte z = ax. 

La solution la plus générale de la question est donc 
donnée par la focmule 

à étant une constante arbitraire. 

1 1 4. Cherchons mainteuani la fonction déterminée par 
la condition générale 

(l) y(*)-Hç(j)=r^(«jr), 

'DiÛerentiant par rapport à il vient 

DifTérentiant la même équation (i) par rap^)ort à jr^ on 
obtient 

De ces deux dernières on tire 

donc le produit jrç' (x) est constant, et si Ton pose 

a> i^x) = 2 y un aura, en désiguant par a une cuiislautc , 

a: — = d ou 1 on tire 

(Le 

a? 

h étaul une nouvelle constante. Substituant dans Téqua- 
tion (i), on trouve 

donc 

h z=: o et s — 1. »', 

a étant arbitraire. 
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Ainsi, la solution la plus générale de la question est 
donnée par la formiile 

t 

la base da système de logarithmes étant arbitraire. 

115. Proposons-nous maintenant de trouver la fonc- 
tion 9 (x) d'après la condition 

En dififérentiant cette équation par rapport a et y, on 
obtient les deux suivantes : 

tW?'{r)=f'(*-+-r); 

d'où Ton conclut 

a étant une constante. Si donc on pose ^ (x) =: on aura 

I dz 

z dx * 

d'où 

% 

b étant constant. Substituant dans Téqua^on (1), on 
obtient 

(2) be^'^b^^b^i**^)^ 

ce qui exige que Ton ait 6*= 5, ci, par suite, & c= i , car 
on ne saurait prendre 6 s=o. La fonction cherchée a donc - 
pour expression 

a i'Laiil arbitraire. 

Si la constante a est imaginaire , et de la forme 



tWTitoitATioir ms équations uifférentiellks. 
mdzn^ — I , ou aura 

= e^'[cosrrxd-^— i sin /ijc), 
116. Soit encore proposée la condition 

Diffêrentiant cette éqtmtion par rapport à « et , on 
obtient 

Ces deux équations donnent 

*T'W?lr)=7f'{r)f(*)i 

d^où 

a étant une constante. Ou a donc, en faisant f(x)s=Zf 

.T dz 



- — - =«5 



OU en déduit 



dz dr ^ z , 
z x b ' 

b étant une constante. On aura donc 

z = ^ 

Substituant dans Téquation (i), il vient 

(2) . 6«".^ry« = ij:«j^j 

donc I, et la fonction cherchée a pour expressiou 

a étant une constante azbi traire. 
Si l^on suppose a=sm:±.n ^'^y la fonction prend la 
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forme 

il 7. Nous donnerons pour dernier exemple de ce genre 
de questions , celle qui se rapporte à la détermination de 
la résultante de deux forces ^ales, faisant entre elles un 
angle quelconque. 

On est conduit dans cette recherche par des considéra- 
tions fort simples, que nous n*indiquerons pas ici , à Vé~' 
quation suivante : 

(0 f (* + r ) + f (« - r) = t (') f{j)' 

x désigne le demi-angle des deux forces, et ^(x) le rapport 
de la résultante à l'une d'elles. Or, si l'angle des forces est 
nul , la résultante est égale à leur somme y et s'il est égal 
à deux angles droits, elle est nulle : on devra donc avoir 
les conditions particulières suivantes, en désignant ff (x) 
par z : 

ftsssz pour X =: o, ' 
ir 
s = o pour 

et, de plus, z ne peut devenir nul pour aucune valeur 

de X comprise entre o et On observera d'ailleurs que 

la question de statique n'impose aucune condition à la 

fonction pour des valeurs de x non comprises entre o et ^» 

et pour des \ a leurs de y plus grandes que X. On peut re- 
connaître facilement que la première des équations (2) 
est une conséquence immédiate de Téquation (i) j car, si 
Ton y fait ^ = o, on trouve 

d'où résulte 

y(o)= 2. 
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CeJa posé, eii dilleren liant deux fois I ccpiation (ij par 
rapport à Xy et deux fois par rapport à on obtient 

?^(*+r)-Hf''(*-r)=?"WT(j), 

?" + r) -h ?"(^ - = / {^); 

d'où Ton conclut 

a étant une constante réelle, puisque f (x) et ^"{x) le 
sont. 

Cette équation devient y en rcmplacaot ^(x) par 
(3) ^-«=^0. 

L*intégrale de cette équation aura une forme diûércutc, 
suivant que l'on aura 

a^o, arso, a<^o, 

1^. Soit d'abord rt = oj il en résulte 

et, substituant dans l'équation (i), on devrait avoir, pour 
une infinité de valeurs de x et y, 

aC* 4- aC, = Oxy + CC,y -H CC,x -h C* : 

les termes semblables devraient donc être égaux départ et 
d autre, d'où résulterait C = o, et ^ (x) serait égal à une 
consunte, ce qui ^st impossible; donc on ne peut avoir 
as=o. 

2?. Soit a>o; Tint^rale générale de Téquaiion (3) 
sera 

substituant dans l'équation (i), et posant 
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ce qui n'établit aucuue liaisou cuire 11 et i^^ on trouve 

C(C — 1) « + C, (C, — i)ir-« = C(i — C.) f + C, (i — C) ir-«. 

Les coefficients des termes dissemblables devant être nuls 
séparément, on aura 

C = O , G| = O y 

ou 

C = I, C,=ri. 

Or on ne peut avoir à la fois C =r o, €1 = 0, sans quoi 
1*011 aurait z = o, quel que fût x, t e qui est absurde. Donc 
on ne peut prendre que les valeurs suivantes : 

d'où il suivrait 

expression qui ne deviendrait pas nulle pour j; = >- 9 et 

qui, par conséquent, ne satisfait pas à la question* Donc 

on ne peut avoir a ^ o. 

3°. Supposons enûu a <^ o cl posons 

« = — m*; 

Tint^ale complète de Téquation (3) sera 

« s= C oosiRx + C, sin mxy 

et puisque Ton doit avoir js =5 a pour x =s il en ré- 
sulte C = 9, et la valeur de z sera 

s = 2 cos/nx -h C| sinmjr; 

eu la substituaiiL dans l équuiiou (i), et réduisaul, on 
trouve 

C\ sinmj? sinmx'i- 2C1 sinm^cos mx = o, 

et coninic on ne saurait avoir ni = o, ou peut supprimer 
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le facteur sin mj^ et il reste 

C' sin mx -h 2 C, cos t?ix = o , 

équation qui ne peut être satisfaite, quel que soit a:, qu'en 
posant 

C,=:o, 

d'où résulte 

z =r a cos mx. 

La constante m se déterminera au moyen de la seconde 
équation (2), qui donnera 

m r. 

cos = o , 

2 

d'où ^ • 

/« = 2 /i I , 

étant un nombre entier quelconque. Mais si l'on n'a- 
vait pas 7/ = o, cosmx deviendrait nul pour la valeur 

x= — — ^ -5 qui est moindre que -; ce qui ne saurait 

i[in + i) ^ ^2' * 

être, puisque la fonction z ne peut devenir nulle pour 
aucune valeur de x entre ô et Donc, enGn , 

3 = 2 COS* , 

« t la valeur de la fonction cherchée est 

ep ( jc) = 2 cos 
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CHAPITRE XVII. 

DIGRESF^ION SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS OU USAGES 
DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



Jn tégra les Eulérien nés . 

118. Legendrc a désigné de cette manière deux espèces 
d'intégrales définies, étudiées avec beaucoup de soin, d'a- 
bord par Euler, et ensuite par Legendrc lui-même; nous 
nous bornerons à en faire counaîtrejes principales pro- 
priétés. Celles de la première espèce sont comprises dans 
la formule 



f 



xf-' (i — jr)«-' r/.r; 
celles de la seconde sont de la forme 



a— I 



a étant positif, sans quoi Tintégraie serait inQnie. 
Si l'on pose 1. - = on lui donne la forme 



u 



Legendrc désigne les premières par le symbole 7) - 
les secondes par I' (a) 5 de sorte que l'on a 



00 
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Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières 
dans le cours de première nniuV, or nonsnvons démontré 
que si a est eiiiier, on à 

r(rt) = 1 .2,3. . .(rt — i); 

et que, quelque valeur positive qu'ait m . on a 

1 af^* c-^' = — 

H9. On reconnaît immédiatement une propriété très- 
simple des intégrales de première espèce, et qui consiste 
en ce que leur valeur ne change pas, quand on change 
l'une dans Pautre les deux lettres p et q. En effet, si l'on 
fait la somme des deux éléments de l'intégrale, corres- 
pondants à deux valeurs de x dont la somme soit égale 
à I, ell e reste évidemment la même quand on change p 
en <7, et réciproquement, puisque cela ne fait que changer 
les deux éléments l'un dans Tautre. Donc l'intégrale entre 
les limites o ot i reste la même quand on change l'une 
dans l'autre les deux lettres p et q-^ propriété qui s'expri- 
mera de la manière suivante : 

120. Démontrons maintenant uuç des principales pro- 
priétés des fonctions de seconde espèce, dont l'étude doit 
être faite en même temps que celles de première. 
Considérons l'intégrale 

l'intégration par parties donne 

I 2 . 
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ct^preuaiil h-s limucb o et 1, 

' ce qui donfke la relatioit suivante 

r(a-hi)Œ<»r(a). 

Àn moyen de celte relation, il suffira de connaître la 
fonction r (a), pour toutes les valeurs de a compnses entre 
o et I, pour en déduire celles qui se rapportant aux' va*^' 
leurs de a comprises entré i et a. De celles-ci on passera 
aux valeurs de comprises entre a et 3 , et ainsi de suite' 
indéfiniment. ' : 

. La construction d^une Table qui donnerait tontes les. 
valeurs possibles de la fonction P se réduit donc à la con- 
sidération des valeurs de a couipi iscs entre o et i . 

Nous allons voir qu'il sii{tji même de connaître les va- 
leurs de r (a) dans Tintervalle de is ^ o à a = 

D'après ce t]ui a été dit précédemment, on a l'équation 



■;,/ 



(1-1- 



& étantposilif. Multiplions les^êux membres par jB^'"*^jr,'; , 
a étant positif et plus petit que^, et intégrpns-Ies par . 
rapport A jc entre o et Tinfini, nous aurons ' . . * 

intégrons d'abord par rapport à jr, et observons qmc* 



4 
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Iç premier membre de 1 ca uaiioii dcvicntlra 
ce c^ui donne Féquadon . ■ . 



d'où. 



i 



On A oit donc cqmjneiil les ùitégrales de la rorme 
(i-hor/ ' lesquelles on a a <^ , dépendent de 

celie& que nous avQns. désignées par r. ' ' *, 
Gonçidéronsle ças particulier de ^ = » , rappelons- 

nous que T (i) =^ i , et I = , réquaiioD 

précédente deviendra ' . ' - 



1 - 



r(fl)r(, = 



Si donc on^coniiaissait les valeurs de F (a) depuis a =9 o 

jusqu'à û=.^> celte équation donnant r(i — a), d'après 

r (a) , ferait connaître les VaieuH de la fonction depuis 

a = ^ jusqu'à = i . U serait très-facile ensuite, comme 

nous lavons fait voîr^ de déterminer $ès viajeiira depuis 
^rt;=^ i jusqu'à a = 00 . 

On peut remarquer que si dans réqualiou précédente 
on fait a. a;i -1 Oit obtient - . ' 



i82 

aiiisi 



UY«B IV. 



Posaiilx il vient . * 

. • ' • •• * • ' ' ' . '■ 

Jr»co _ >»,x ^ ■ • ' 

«f-/' y w, OU I €r7'dj=z\lic, 
O . */ — oo . • 

4 . _ • ( 

comme nous i*avion8 trouvé déjà par .d'autres procédés. - 

121. Les intégiak's dt: piciuière espèce peuvent se ra- 
mener à celles de seconde ■ ce qui csl avanlageux en ce que 
celles-ci lu; dépendent que d'une seule variable a, tandis 
que les autres dépendent de deux variables pet 

L'intégrale y* {i — a:)'-' ^/r devient, eu pofant 



1 H-J^ 



dont la valeur «#t, d'après une formule du uutàéro pré7 
.cèdent, - . 

-ou a donc Téquation suivante 



ou 



iurmule très-simple qui sei vira à exprimer les fonctions 
de première espèce , au moyen des fonctions 
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122. Si roii mulliplie membre à membre les deux 
é(juatioas - - 



■ et comme le second membre ne cbangc pas» quand on 
'change l'une dans Taûtre deux <{acIconc|ues des lettres 

Ps fi il en sera de même du premier memlbre, et l'on- 

aura 

• + 9f ==: (/», r) {p + r, 7 ) sa: ( r, 9 ) H- r, 

ce qi^i est uue des propriétés fouilameutaies des fonctions 

■ 123, Supposons mai mena ni que les deux nombres p et 
q soient égaux dans la fonction y) i ou aura alors 

i/o - . 

I ' 
Posons j: = - (1 -^y) , il viendra 

. faisons ensuite y^^z^ d'où dy = — j » obtiendra 



,.184 * MVl. K IV. 

on, en remplaçant les fonctious (/;, ^) par leurs valeur» 
. . ^ au moyen des fonctions F, . 

d'où Ton tire, en oi)serv uni (jue r J = K% . 

, ce qui eonsliluc une nouvelle propriété générale des ibnc- . 
• r lions r. • ' »- 

. . Nous bornerons là ce que nous avions à xLire des itité- 
• grales eulériennes , et nous rcnvemliis potir plu6.de dé- . 
/ ' - tails aux Exerdees de Çalcid intégral de Légendre; ' 



1' 



* ** ■ ■ . 



■' < 
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• CKAPITRE XVIU. 

' ' - " - . " ' - 

•EXPRESSlOiS d'u>E I OISGTION PÉRIODIQUE ARBITRAIRE 
Eîi SÉRIE TRICONOMÉTRIQUE, AU MOYEUX . ■ 
.' D*UiTË6RALES DÉFINIES. 



• . * ... * 

124. Les applications de Fanalysc aux phénomènes 
pliyaiques ont conduit à la récherche $iu dévi-Ioppement 
d'une fonction quelconque en sdries, dont les diflérents 
termes étaient proportionnels aux' sinUs ou. cosinus des 
multiples de la variable. ■ 

Cest le problème des cordes vibrantes qui a doiinë lieu 
à la première question de ce genre.. Daniel Bérnoidlî re-> 
■ présentait l'état initiarde la corde par une série trigo^ 
npmétrique dont il ne déterminait pas les coeffidents» 
Enler en donna l'e'xpfêssion au moyen d'intégrales défi- 
nies; mais cVst principalement à- Lagrange et à Fou- 
rier que l'on doit d avoir iixé le sens exact de ces ior-* 
mules. ' ' ' 

Avant dr donnei" la démonsliation rij^oiireuse , nous 
comincnr* roTis avec Eulcr par celle (pii se présente le plus 
nalurcilemcnt, et qui c.'*t fondée sur la mélliode des coef- 
ûcieuis indéterminés. boitF(j:) une fonction quelconque 
de X,; et posons ' . . . 

F(a} = B 4- (A, sin.r -f- B, cosx) 4-. . . • 
•4- ( A« sin fux -H B« ces mx) -4- . . . >, 

Si niainlenanl on veut d'ilcrminer le eoellicienl A,„'dé 
&ïiniuCj il suivra de mullij^licr los deux mombies par 
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sînmxdx^ et d^intégrçr entre deux limites, ayant pour 
différence a«. Tous les coefficients inconnus disparai- 
tronty esceplé A,„, parce (jue l'on a • . ' . 

"f mx cos njc dus = o , ' . ■ 

d'où 1 ou conclura , » * . • * 

• ' ' '■ .' 



J sin' mxdx 

On trouvera de ménoie ' ^ , ' - , . 

Bji s - 1 . P(<') cotigixdxi 
^ Jm - 



Il faut excepter le cas de m= o, qui donne 
B 

parce que 



cosl'aixttxssiç 



pour touleà les valeurs entières de m, excepté qui 
donne • , ' . . ' 



On connaît de cette manière les valetiTs des coefficients 

quand le développement est possible; mais il est essen- 
tiel de déterminer les conditions de sa possibilité çt les 
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limites entre lesquelles la fonction est représentée par 

cette série esscntiellemcut périodique. ; 

C'est pour rcla que, regardant ce qui précède comme 
une simple indu( liuu, nous allons déterminer rigoureu- 
sement pe que représente une pareille série. 

• ■ ' * ' . * 

■ ^ 125. Si Ton désigne par u un arc quelconque^ on sait 

• q«ie l'on a • - ' . 

GIiangeôii5 u en x-rtf» multipUons par uné fonction 
' arbitraire F (a) et intégrons, par rapport à entre deux 
' lîmitetf quelconques aeth\ nous auroAs 

; v« • ' JL: »»t(*— «) 

On voit que rien ne serait changé dans les deux membres 
• .si Ton a;i]|[men|ait xd'nn multiple queloonque, positif ôv ; 
->V n^a^f, de-air, et que» par conséquent, ils représentent - 
- une fonction pérîodique'dôm la pâiode est an, quel qne 

soit d*aillecirs le nombre ëntier m. Or» lorsqu'on fait . 
l croître ce nombre indéfiniment, le second membre tend 
' *.y£rs une limite qui! est iadle de déterminer, et le premier 
membre sera le développement en série, de la fonction 
qui expriiue cette liniilc. 
"On remarquera que l'on peut se borner à considérer 
. les valeurs de a in^ini^]^e^t voisines de celles qui rendent 
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' • • • 

sin ~ (« — 4c) == o, Vu que l'intégrale tendrait vers zéro,^ * 

à mesure qui; m auguieiiteiait, pour lourt iiilcrvaljlt; dans . . 
lequel sin ^ (a — or) resterait une quantité finie; 

En elFct, lorsque m est deseuti extrèipeaient grand,' 
('» -h M (a — or) varie de 2 n. quand et varie de la qùan- ' */. " . 

; tité extrêmement petite : dans .cet ineervaUé^ 

. • F(a . . . . ' ■ '■ 

sin-' (u — x) pas' sensiblement ^ tandis que. * 

y* sin + (x — a) da est zéro. D'où il suit que toijfi " . 
les «iléinents de riiilégrale, l orri'spondanis aux clcmenl^ . 
infiniment petits -i— -jde la variaWe « , sont infiniment. 

• . * • » 

peiits par rapport h ces dernit is 5 et par consmueiU l'iti- • . ■ 
. tégrale prise dans un ihtervalie où ^ "iî—- rcsiè fini, • 

siiiY{a — .r) ' ' 

icnd vers zéro, à lUf'siircMjue m atip^merile indélinimml. On • 
peut donc se borjier à considérer les yalejirs de » .qui diflê-. " " 

' rentinfiniinent peuple ceUes qui rendenùin^ [a—x)==o^ 
. et qui sont les sui\ auu.'i» ; ' ' .•' 

. . ■ ■ . - • ' ' - • 'f 

. 3oît X une valeur quelconque eortiprise cnirc a et et ^' *. 

^ ;> supposons que!» — a soit tout au plus égal à '2--^ on eon-. , ' . 
. sidérera seulemen lies \aleursin(ininieut petites de a — ' 

on pouirra ak»rs remplacer sin - {a — x) par ^(ét — .x)^... ' . 
et le second mcmljrtt de l'eu italien .{1) devient ' " ' • 



.-■••> 



. • » . 
< . ♦ 



V 



e étaut iuûnimeut petit j ou, eu faisant a~^â?=5<d, 



F {X H- «) i V if». 



Si F (a) est coulinijr dans le voisinage de x. on pourra 
, remplacer F (a; -f- où) par F (a:), et l ou aura seulement 

'(8) ' . : >.(.) p' »"<°' , t^^-" rf„': . •• .. 

et cette intégrale n'ayant de valeur sensible que pour des 
valeurs infiminçnt petites de w, lorsque m croit indéfini- 
ment, on peut, sans iueonvénient, étendre ses limite» 

Jnsqua— 00 et +00 , ce qui facilite rintégration, et Ton 
trçi^ye poûr résultats. La limite du secoua membre étant 

' 7F(jc), on -a la formule suivante : . * . , . ' • 



(4)7rF(x) = i r f{cc)da+y[ f F(a)cos/«(a: — a)c/a, 

... - ■ ' ■ . . 

qui donne le . développement de F (a?) suiva|it une série 
dont le'tenne général est de la forme 

Il nous reste à faire quelques observations propres à en 
fixer le véritable sens. « ' ' 

' .126. Si Ton donne à jr. une vajeur telle qu*entre a et ^ 
.il ne tbmjbe aucune desyadeurs renfermées dans Texpres-. 
'sion xds. 2kity h étant un nombre entier <|ùdconque qui 
^peut Être zéi<o, l'intégrale ( 2) est nulle, et la série a pour 
limite 2éro, pour Cette v.aleur- de ^jp. Lè^lieu qui auraît- 
pour ordonnée le second membre de l'cHpiation ( 4 divisé 
par TT, se composerait donc d'abord du lieu de 1 équation 



r = F (x) entre x — a t;t x= h^ reproduit ind^fimment . 
dans les deux sens de l'axe des x, do telle sorte que les 
points correspondants seraient distanls les uns des autres ; 
de aTT; et, en outre, df^ tontes les parties de Taxe dos x 
comprises entre ces courbes suceessives. 
• Si rimeryallfi> — a est égal à 2Tr, le lienyrr=F(x), 
construit entre x = a et x = h, se reproduit à la suite 
.de lùi-méme ii^dëfiiiiment, et tou». les points correspon- 
dants seront diftaots 3e ait'. . • , // • . ^ 

127. Si X est égal à une des limites de TinJci^ration , 
à -a par exemple, l'interv alle b — a étant encore égal à 
an, Tintégrale (a) ne sera pHse qu*entre.o et-h^, quand a . 

sera dans le voisinage de a, ce quî donnera -F(r^). Maïs- 

quand « seMi daps le voisinage de 6, qui est égal à aH^ ^ft « 

siii -loL — x) sera encore inûmment petite et si Ton pose, 

■ ^'. 'sin-i« — Jt) =ssin-> . .* : 

■ « a^- • ' ' ^a • 



qu'on reitaplaçera* encore pat On auvaai^si nûe non- ' 

véÛe inlégràlé qiM seraégale F (6) ; dWl'on voi^ que; 

lorsqu'on donne à x une >alcur égale à l'une quelconque • 
• des limites de l'intégration , la série donne la demi'Somnxe 
des valeurs de F (jc) relatives aux deux liiniies. 

128. Si pour une valeur de X comprime entre a et 

F {^x) n'est pas continue, et passe brus(jucment de la-ya- 
leur m à la valeur // , il faudra dans l'intégrale (3) sup- 
poser F (x) =//ï entre — £ et o, et F (a:) = n entre o et^ 

+€, ce qui donnera pour résultat Ainsi, pour 



* % 



4. • 



' ^ . ■ de même pour lonte valeur de x «omprise entre b 

et ou trouverail pour valeur de Tiiitégrale, 

. ^ Pour les autres valeur» de X comprises entre a et Tin- 
^ ^ .tégrale aurait aimplemeut pour valeur F(x). On voft ce 
* qui arriverait ii b — s renfermah uu nombre quelcouquè * 
de foîf et que la fonction 1^ («) donnée dans tonte 
y - ^•-.-^ çeiie étendue. Ce n^est ^onc qu'en prenant air pour dlSSé-^" 
' ^jreoce des liniîtçs de l'intégration ; que la série représen^ . 
^ uà» la fonciion elle-même F (a. ) pour toute yalcurde 
' comj^ise entre eea limitèir. Dans toiis lés cas, la ibnqtîon 
représentée par la série àura il pour [)érîode 2 ir. 

Si la fonction F (a) est périodique, que an soii Téten- 



/u - ' V, . . ... ' ' » \ 
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. ; • • • . 
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une valeur de x qui rend F (x) disconlinue, la séi ic donne • 
la demi-somme des valeurs de If [Xj qui correspondent à -, 
celte même valeur de jc. « , ' . 1 

1 129. Nous- avpns supposé que la différence des limites ' '■ j 
- b élait tout au plus égale à aff. Voyons ce qui arrive- 
; Yaifsi cette différence é^ftit plus grande que ftir, et. que 
la fonction F (a) filkît donnée aibitrairenlent dans cette 

étendue : supposons , pour fixer les Idées , que l'on ait 
b — a = aTT 4- à étant plus petit que 2 7r. Pour toute 

.valeur de^ap comprise entré « et + sin'^(a~ap) 

deviendra nul pour a = x ei pour a — 27: -fto;^ on aura 

les valeurs de ^ 

' . ■ ♦ ■ - - ^ ■ 

là^tA le voisinage de x et de 2 ir -4- x, et , par conséquent, 
.' on trouvera peur valeur de cette intégrale relative à ces 

' ^valeurs de - *- ' 

■ . • ' • ' « 
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due de la période, et qiie h^a soit un multiple dé arr. 

la série rcpréseuioi a évidemment 7:F(x), mullipllé pai 
le nombre de fois que h — « contient stt^ en divisant 
donc par ce nombr e, on aurait encore 7iF(j;) COiume si 
Ton avait iutégré cnlre a. a + / • * • 

}30. Si Ton suppose as=o, 2» sair, la fonniiIe .(4) 
donne, en divisant pJtr ^, 

(5) F(x) = ^ r*ï<«)rf« -H : r^'ms^ (if^«)rfbe. 

* -, ^ 

Si l'on fait a = — ir, ^ = rl- Wj ou oblieut ^ * * 

(6) F (4=^ FW<'«-*-^2* r^''F(«)cos/«(!P— a)<^a. 

•On peut ainiii djéveloppèr ^n'uite série ^ni procède suivant . 
-1és^sîn!u8 et cosinus des^multiples'de une portion d*une 
fbnctSdn (pielepnque^ (x) c6niprise>entre x = o, x s= ' 
opi x= -^ir» » ±= -4* ir , et qui peuvent se composer elles-**: 
. mèmies de plusieurs jparties appartehantà des.fonctions de 
formes tout à fait différentes. -Maïs cette portion se repro- 
duit îndéfinîmeùt dans les deux sens; de sorte que, pour 
les valeurs de a: en dehors de ces limites, la série n'a aucun 
rapport avec les vali uis que preudrait F(j:), d'après la 
forme de celte fom lioa. Si, par exemple, = F (r) repré- 
sente une parabole, la série, à mesure que x (-roîtra posi-' 
tiveracnt ou néi^ntivemcjil, reproduira périodiquement 
Tare de celte parabole compris entre X ±=:— ïr,- jc =s ff|.et , 
nullement |a parabole indéfinie.' . '^ ' > 

431 . On peut donner plus de généralitéaux formules (5) 
cl (6), en supposant que la ioiu lion à développer est don- 
, née dans un intervalle quelconque 2/ au lieu de 271. 

Or, si roû fait Xss ^9 et et =s ^9 .les Ibimules en 
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ou, en représentaht F ^ y j par ç (z) , qui sèra une fonction 

arbiliairc de z, connue entre o et 2/, ou entre — / et -|-/, 
et remplaçant z par la lettre x, qui est plus généraiemeitt 
employée^ ou aura les deux formules suivantes*: 



(7) 



.(8) 



* ♦ ■ 

. * / /V 7z [x — a ) 



132. ^1 la fonction .(f (x) est telle que Ton ait 

on obtiendra ^ * • 

I sin^n — aa=9 0j 

Tta rry ' 

I j)(a).ros w -- r/a™ 2 j f (a) cos/» — rfa; 



la foranuU (8).dçvicat alors 

I ' ' 

el de même la formule (6) donnera 

' 133. Si Ton a? ail , au coritrairè , f (— jp) = — • y (a ) , 

il en résulterait. ' • * ♦ , 

' • ... 

X"*"^ . V ira * ' .* ■ 

«j.(a)co5»i-r- rf«= O, / . * 

lâ foniiiile.( 8) se' réduirait à celle-ci . , » • 

. - ' * » ,1 » 

et la formule (6) à la suivante c ^ 

.. ■ ^ • 

.( ) ) = - ^ / ç («) sîn m « rf«. 

. > . . - 

t ' -. -, - ' ' 

^ Excinn/es eh' vers. 

1^.4. Prdposons-iious d'alior^ de développer im série 
tngonométn.<{ue une fonctloB qui est égale à, une con- 
'stânte entre x = o> x =:4f et à U niÊme constanté cl^ân^ 
• gée de signe, entre a: = p-, x — : H suffira évidem- 
nient de prendre éeite constante égale à Tunlté^ et Ton 
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passor.'i c'iisuiLe à tQUlc aiilrc valcui |)yr une simple mul- 

liplii .tîioii. ' ' ' • 

Nous supposerons donc ^ (x) = 1 dans la iorniule (11), 

et nous aurons ^ ■ > \ • • 

• . ■ ^ -"■ • 

2 . niT.x . , ^ I — vos m 7: . r. x ^ 

Or, pour m pair, i — cos = oj et pour m. impair, 
■•i cos mii = a : d'où l'on conclut , * . ' ' 

ce*qui est la Ibruiulc demandée. J^a loiiciioii indéUnic est 
|iértodiqti|p«t l'amplitude de \». pcriade est ^ 

135. t>éTe1oppGfbs mamtenaiU la fonction qui aérait 
^ale.à X entre les ItmH es — 'l et + /* 
. • Conune on a alors ç> ( — x)=z — © [x) , îl" faut faire 
■usage dç*Ia formule (i i), et Ton trouvera* - - 

la). X = - > sinm— i xsmm— rfa, 

m ^ 

f «■ 

,pu, en.ctî'ectuaul 1 iiuégraiion, 

xs= — [sin — -1 — sma-r- -^xsino-; 7 smA— --f-.». ). 

. . ir \ /' .a . / 3- » ./ 4' • / y • 

" Mai ^ si Ton voulait que la Rnu lion fût égale à X, entre o 
et /, et à — r entre o et — /, on aurait 9 ( — x) = (pjo:), 
et il {audiait employer la lormule (9]. On aurait alors 

.OÙ fçn effectua ntlear intégrations, * ' 



ig6 'Livra ir. ' »** • 

. Ctîs.delix formules [a), {/») repivscnleiit la nu ine vii-- 

leurxcntrero ci /, mais elles oui des valeur- «vraies ci ' 

signes coijli aires < iiire o et — /: elles ont d'ailleurs 1 une 

el l'autre 2 / pour {jei lo ie. 

Ou voit par là que les lienx dont vr<^ développririonls 
'seraient les ordonnées auraient des ])aiiie> <le lonj^^ueur 

linic qui cojneideraient , el d autres par.lics qui. seraient 
• diiléreiiies pour l'ua et l'autre. . '/ 

.136. Cherchong maintenant Texprossion èn série de 

rordonn«iC du trapèze isorèle AMiNR, dont la hase AB^ 
est égale à tt , eî (pii est tel quci!e^)uis A jusqu à 1 ul)seisse 
AP— a, on ait 1 = jTj ^lej)iiis 1^ jusqu'à Q =r a , el 
depuis Q jusqu a lî, )' =r ir — X. Supposons ^e plus, que • 
Von ait ^ ( — x) = — (f {x) entre — T et -h 7:^ * 
' 11 faut, dans'ee cas , faire usagp de la formule [l'i] . et 
Ton trouvera , toute réduction faite , pour expression de , 
l'ordonnée /de ce contotir, . ^ . * . . 

*r=c- /sinasinj;-f>4:siD3asiD3'x-t- 4;nn5àsin5ji:4-. • • V< 
' . ir \ a* • 5' . . » / • 

Si l'on suppose oc = le trapèee se réduit à un.trftfn^l* ^ 
isocèle AOB , et réquâtipa de cette ligne brisée sera 
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CHAPITIIE XIX. 



/ - EXPnKSSiOiN. D'i'Nli l'ONCTION Alimm AinL, NOM 

VÉlMODlQUli, AU MOYtlN DKS h\TI^G('. AlJi.S " : 



137. La^brmnlc (8) leprésciilain une fouciion arbi- 
traire cnlre x ~ — i ( ( x = I , il snllira de faii t; cwitre / 
iudcfiiiiiiUMil el do passera ia liiiiiie, 2)our avoir Tcxpies- 
• sion d'uiH! ronctioii ([m'IcoïKjut' di'puis jt ~ — oc jusi^uVi 
j: = 00-. ' ' 




*Nous allons montrer coniinenl le sigiii' ^ ^« rhau 

alors (Ml un signi' d'inlégralioii dans les formules précé- 
dentes. • 

. Nous supposerons, p(»ur éviter toute diflieull»', rpie (x) 
ne devienne jamais infini , cl soit nul pour j: — oo cl 
.r =i QO j de sorte que la l onrhe l eprésenlée par r = -j? (x) 
iinil par s'approcher indélininicnl de l'axe des r, lors- • . .'v.. 
quoxcroit indélininjcnt, soU positivement, soil négaii- * ; ' V 
vcnienl." : . - - : * " / \ 

' Lè premier terme du second membre de r<î»jua!ion (8)^ * ; 
~l J ^ ?{<=^)^^«> tendra vers zéro lorscpie /efoitra snns '* v 

limite,' et il sulîira de considéjtir la seconde parjie de ce.. ' 
même membre, qui peut être ët;rite comme il suit , eii; V 
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f : 



« ^ 



- / y(a) cose (x— ajf/a-f-^ ^ f (ajcos2<(x — a)</a-i-. ; 

'0r,. si Ton fait mt=zp, ou peut regarclfi /; comme um* 
vanable à laquelle on donfie successive ment des accroîssâ- 
menti» 'égUux à e dans la fonction générait; • ' . 



X4- 1 
.1 ' 



<f (a) cosp [x — a) f/aj^' 



, et en ynullîpliaiit , pour chaque valeui\de celle fpncdoii * 
par raccroisseiQeiit de //, la somme de tous ces éléments ' 
dq»ttis p <== o jusfju'à p infini ne sera aaU'e chose que Tex* ' . 

. pression (i3) multipliée par ir.* Si maintenant on ^itcrbU 
ire rindéfinimeni, e tendra vers zéro, et la somme (i3) 
tendra vers rîniég^iale ^ • 

L'équaliuu (^) conduit donc ainsi à* la suivante.: 

• " ' , ^ . • • , . - - " 

ou, en prenant pour linnites de p, — oo et + o< , ce qui 

double rinlé^ralc, ' . 

.(i5} . / <lp l , f(«)cosv»(«-«)rf«î 

et ces formules ont lieu pourlouies ks valeurs de de- 
puis — 00 jusqu'à -4-00, • • 'r . , 
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Elles ne diifèrent pas do celle que*. n^us avon^ déiQon*« 
tvée primitiveiùeiit. . ^ 

^ ' 1.38. Dans le cas où f ( — x) == f , on a ^ . * 

et les formules (i4) et (i 5) «e réduisant à cello-ci .: * 

W ..f(*) — -/ dpeospx f ^(«)co5/>«<i«.: 

■ • ♦ • 

Si Vùn 'i^ au contraire, y ( — x) = — ^ ( r) , on trouvera 

•çt lériproqaelnent, si Ton emploie les .formules (i6) 
.ou (17) j le second numhie se ^formera pirt* les valeurs, 
de ^ (a:) relatives à x positif ; et quelles que soient l^es va- 
. leurs 4o ,<f('-^x) d'après la nature de la fqnctiou ces 
formules donneront pour a?, négatif,' ^{x) pour la pre^ 
mièce , et ^^,9 (0:) pour la seconde. - • 

" . Toutes ces formules, qui servent à rcpréèeirterdjeslbncl 
tions çmîèremeni arbitraires, tlounëes entire les limites 
finies où infinies dé* la variable , sont de la plus grandë 
ulifiië dans les applications de Tanalyse aux questions-de 
pliysiquc' ou de mécanique moléculaire. 

Si Toii avait à exprinnir d une manière analop.e une 
loiu hi>M di" deux v^ariables x etj', on la ronsidcreraii J'a-' 
bord connue louclion de .r, y étanl traité comme nue 
conslanie, et l'on ferait usage des foinuflcs ( i-dessus. La 
fonction 9 (oc) contiendrait alors y e^i pourrait, par consé- 



20d LIVBK IV. ■ 

qiicnl, s'exprimei^par les mêmes formnlrs, ce qui dou- 
«blerait le nombre dos signes d'intégration ou de sonima- 
tion ; ei Ton agirait de la même manière p^ur iin nombre 
quelconque de Variables/ * ' « 

13-). Exemple.^. Considérons maintenant des fonctions 
données depuis x — — • co juscju^'i x = ce . ' 

Snpposons que l'on doiveavoii- } c~' . depuis r = o 
ju:-i(|U à j. ==:qo , elj^ = e^, depuis x^o juscpi àx = — oo J 
on aura alors la eoïKniion o ( — t) ^i-'^) > et il faudra, 
f^ire usage de la formule (i6|. Elle donnera 



Or 



cos pet doL = 



— — . • • 

on aura donc T < * 



El, en f^ffet, nous avons déjà en occasion (fe nTonnaitre 

que cette expression < si équivalejue à c quand X est j^o- 

sitif, et à quand x est négatif. - ' • 

' • - •* . , - ■ . • 

140. Terminons ces evmples^ar le.ciss d*iine fonction 

qui soit égale à Tunltë pour toutes lés valeiirà:de.x com- 
prises entre i.ét H- i, et nulle pour toute autre. valeur 
dé jf. * ■ 

On a, dans ce' cas, ^ ( — a:} = ^ (a ), et ron aura recours 
à la formule (i6). ' .* . • . ' 

Oi i la fonction étant nulle depuis X ~ I jus(|uà.r=co , 
l'intégration donnera zéro dans toute <:elle éiendue, et, 
par conséquent^ iji suflit de la considérer entre les limites o 
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,et ( j ce qui donnera . • . 

et. comme on a * . ... 



on en conclura 

. . »np tmpx , 

et Ton a idnsi une expression qui est égale à i pour toute 
valedr de x entre — i et 4* 1 9 et ^àle à zéro pour teutè^ 
valeur de en dehors de ces limites. Il est d'ailléurs facile' 
d*en faire la vérification. En'efFet, on a 

• . . - 

Or, si Ton a'x i, les dçux intégrales qui entremit dans 

le second membre sont éiiales à -1 et les deux termes se 

9. 

détruisent. Ha se détruisent de même si x ? i ; ce- qui]- 
prouve d^abonf que l'intégrale en question êst nullépQur 
toute valeur de x qui est en deliors des limite^ -r* i et' -h-i . 
Si mainténant x est entre — i et -4- 1 , les deuk termés 

s'ajoutent et donnent pour ^onime ^> d'où résulte = M ' 

cequ*il fallvt vérifier. - 



•/o 



sinp 



coèpàdot 

o P- 
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CHAPITRE XX. 

INTÉGHATION ' DES* ÉQUATIONS AUX DirPÉRENTlfiLLES 



141. jNous avons \ ii coininciii ou [)eul délcruiiuer urjc 
fonctiou de- plusieurs variables iiidcpcjidantcâ, lorsque 
l'on connaît ses dérivées partielles du premier ordre par 
rapport à cliacjiic variable, tant au moyen dfi ces variables 

«que de la fonctiou .elle-même. Nous alloué supposer niain- 
'tenanl que Toa donne seulemenl mie équation où entrent 
ces dérivéeS'pariîcUes à^un ordre quelconque. 
' Considérons une équation renfermant d*une manière 

*qae1cduqiic les deux variables indépendantes x,j , la ibnc* 
tTott'Z pt toutes ses ^érivccs partielles qui ne dépassent 
pas l'Ordre m^ièlle pourra se mettre spus la forme 

( fh (hz ft"'z tlz ^ clx d'z it"z 

En considérant z comme fonction âv .r, on peut le dé- 
velop[K!r par la formnle de Tavlor, ou par cellè de Ma- 
•claurin, que nous emploierons comme la plus simple. 

* ■ * ' (('"z ■ 

^ V^^ivation (i) donnera la Valeur de ^ eu. fonction de 

or, •)% z et des autres dcrivées, dan^ lesquelles iî y aui a (ont 
au plus ni~—i d^^férenlialious par rapport à x. En dilté- 

rentiailt la valeiir de par rapport à\r, on' aura ^^^ô 
• » ■ 

et son expression renfermera — raînsl què sadljérivée par 
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rapport ky. Mats si Ton remet au W&à de —-, sa valeur 

iiréede (i), Ott n'aura plus de déry?ée<pii dépasse Tordre 
im — t par rapport à a*. Eu continuant ainsi indéfimment, 
on. aur^ toutes les dérivées partielles ^r rapport à 
depuis la m*"^ jusqu'à Tinfini, exprimé au moyen 

, dz tî^'-'z , I I'*. - 

deXjj^jX, -r- v9 . , > et de leurs ucnvces par rapport 

à jr seulement. 

' Il s'agit maintenant d'obtenir les v^ileurs de toute% lès 
* dérivées par rapport à quand on y fait a ce qiii les 
rend fonctions de f seulement. Pour cela, ou '.observera 
qu'en faisant =: adans une fonction de et j^, et diffé* 
rentiant par rapport à on a le même résultat qu'en dif- 

' ^^^^ ^ 

férentiant d'abord, puis*faisant x=sùi ainsi ^^^y -» 



f/7 



.dans lequel on fait x^o, est identique avec 



en désignant par ce que devient quand on yTait 

x= o. Il suit de là que toutes les dérivées de ^ par rapport 
à X, dans lesquelles ou fera x = o, se déduisent de et des 
m-^x premières, et des dérncc^quc donnentcesmfonc^ 
tions de3^ par ràpportà;^. D'ailleurs, l'équation proposée, 
hiisse arbitraire^cés m foncions,. et ne détermine que les 
suivantes; On pourra dçnceffecttiier Ic développementdévs 

, pfu* rapport à x comme il suit : . 

' . tt < * ... 

. z = Y-+-y.x-hY,— 4-. . .4-Y«>,■ 



I .a . 1.2...//» — I 



Y, Y,,.,., \,„«. 1 t'iant des fonctions ciuièrcmeiii arbitraires 
ile j^. Çt l'on pourrait démontrer à posteriori, comme 
dans le cas d^s équaiieiis diXférenlieUes, que ce dévelop-* 
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|)eiiie)it donne identiqiieinent la même valeur pour 
que rëquatiquj[i). 

142. Si au lit'U (Je deux varîahîos in(ît'|H'iidani(\s, on en 
avait un noiubic *i qu('lcoii({^iR', on pourrait toujouis siij»- • 
poser la fouctiou (j^'Vfioppée par rapport aux puissances de 
jc j il n'y aurait de difïercnce qu'en ce que Y, Yi,..., Y«_t 
d(>si:^iierai(>nt des fonctions arbitraires de toutes les varia- 
bles indépendantes, exceptée?.* 

11^. RédproqucDicut , on sera assuré d avoir Tîn- 
t«^rale générale d'une oquaiioii conime celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et ses m-*i premières 
dérivées par rapport à or, dans Ics(|uclles on. fera 0^=0, 
pourronl 'êtrc égalées à des foiteiiojis entièrement arbi- 
traires de toutes les variables indépendantes, excepté x; 
car, puisque Tintégralc donnée satisfait à iHaquatîon pro- ' 
posée, tous les termes de son développement, à partir 
du m*-'"', se déduisent des m premiers, d» la même ma^ ' 
' nière que dans le développement de rinlégralo'gépérale. ' 
Or ces m premiers sont identiques dan& les deux déve- - 
loppcmciits^ donc tous les autres le sont, et la foilcUon 
donnée ne diffère pas de Vintégrale générale. - 



144. *^ous. avons suj[fposé l'équation du m*^"!' ordre 
.complète^ mais il.suffit évidemment, pôtfr que nos raison- 
nements subsistant, 'qu'en la: résolvant par rapport au 
coefficient différentiel de l'ordre 1c plus élevé dé la' fonc- 
tion, pris par rapport à une variable seulement, il n'entre 
dans son expression aucune quantité où il se lrou\t uii 
nombre aussi t;rand cl*' différenlialions par rapport à la 
mùme variable. Dans le ( as particulier où relie circon- 
stance ne s(^ préseuLciaiL rclalivi nient a aucune ^les va- 
riables, le développemcul ne pourrait plus^^c faire de la 
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même manière^ et noa» nous écarterions 'de l'objet de ce 
cours en nous en dccui^anl d'nne manière générale. 

.145. Si les coetûcients différentiels les plus élevés ptar - 
rapport à X'ety né sont pas du même ordre, le dévelop-. 
pement ne renfermera pas le même nombre de fonctions 
arbî traites, si. on Tordonnc successivement par rajppoft 
à^des variables différentes ; mais ces fonctions . n^ ren- 
ferment pas les mêmes variables., et tous ces développe- 
ments sont au fond identi<]pies , puisqu'ils représentent . 
tous, la fonction la plus générale qui satfsfasse à la même 
équation. 

< 146. Lorsqu'il n'entre quô des dérivées prises par rap- 
port à une des variables, on regardera toiites les ai^t)rês 
comme des œnstantes, et Ton aura à intégrer jme él[ua-' 
tion différentielle à deux variables. Les constantes intro- 
duites.par cette int^ration seront considérées comme des 
•foiictions arbitraires des variables que Ton avait regar- 
dée^ eomme cobstantes. 

Soit, par exemple, . • . . 

. ' •• • . ■ • . ' . . • . 

on aura * : ' • • 

. " ' • • . . *' 

^ (x, j) étant là' fonction que Ton obtiendra en înté-^ 
grant m fois F \x, y ) par rapport à X, et Y , . ; . ,y«~i étant 
des fonctions arbitraires de ^. . * * . ' ' 

. 147. Considérons maintenant Téquatioh ' 

qui rentre dans le cas où nous avons dit qu'où pc pouvait 
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effectuer le développement par. rapport aux puissances 

de Tune des. variables. 

Si Tou pose ^ == u, ou aura \ 

♦ 



d'où 

• a=Y-*-y,a?H- ... -4-Y«-,a:^ 



Inu-j^raiii niahiicnant n fois par rapport à j', cl observant 
'.quà clia(|nc inu'i^ration totale il faut ajoiUer une seule 
fonction arbitrai IX- de x. ci que les intégrales de Y,.,., Yi^-i 
seront de nouvelle^ fonctions arbitraires de on aura 



m ■ 

F ( j: , 7 ) 4- Y ' ^ Y' ; * -h . . . H- y C») ' 



On voit ({iif co développement renferme des iouttions ar- 
bitraires tic chacune des variables séparément. ■ 

148. Appliquons la formule de'MacIaurïn à l'intégra-.' 
. tion de Féquation très-simple 



^di, dz 
— a — — 



On en tire, en dilFérentiant par rapport à 
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donc , ■ ' , 

« = «, + --nxH — — h'.. 



4j dj* 1.2 ^ dj^ 1,2. ..i» 

Or le secoDd nn'iîibre i opi c.-^lii le Je ilévcloppcmciU de 
la fonction de > r( prcst iiiéii par Zo, et dans laquelle on,, 
change y Qiiy H- a v. Comme d'^Gfilieurs ^„ est une fonc- 
tion arbittaire Jb'' (j)y 'oiï aura, pour Tinlégralc cherchée, 

* ■ • * • * 

« = F -t- flx). . ' ; 

On trouve, ainsi une fonction arhitriiirc renfermant 
deux variables, mais d'une manière dclei minée ^ ce n est 
doue pas une foncliou arbitraire par rapport au^ deux • 
variables. J ■ . . • 

Êifuaiiùns linéaires aux d^érenlielles partielles, 

.149..' Lorsque Téquadon linéaire ne .renferme pà^ de 
tenue indépendant de z et de ses dérivées, il est facile de 
.yolr que la somme d'un nombre quelconque d'int^rales 
particulières satisfait encore à la même équation.' 

Lorsque, de plus, les cocfLlcients sont eonstants , on y ' 
satisfait par des expressions analoi;nes à relies que l'on a 
trouvées dans les équations diiTérenticlles. ' •. 

Si Ton considère , par exemple , une équatiop de l'ordre 
f^, renfermant la fonction z et ses dérivées )>ar\rapport 
kxeijr, multipliées. par des constantes, on pourA pos^ 

* fc: Ce**'*^*'''} l*exponenlieIle disparaîtra-,, ainsi que 0, 
par la substitution dans Féquation donnée ,1 et il restera > ■ 
une équation du degré entre a çt 6. 'Elle pourra 
donïiêr m valeurs de 6 en fonction de a; . si Ton en dé- 
signe une .par ç (a) ^ on aura une solution de Téquation, ' 
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en posant ' , 

Les quantités a et C peuvent changer d'une manière quel • 
conque en passant d'un terme à l'autre de cette somme, et 

. le nombre des termes est entièrement arbitraire; s'il est 
infini) et que C soit (inf, on a une série; mais si € est infi- 
niment petit, et de la forme F(«e)4^a, F désignant une 

, fonction arbitraire, on a une int^rale prise par rapport 

à a. La ?aleur de « est alors z = Jf (a) e'^''^ ^ ^""^ da, 

et renfermera unefonction arbitraire. . 

150. Lorsque les valeurs de 6 sont toutes linéaires par 
* rapport à a, c'est-à-dire quand on a ê = «a + il est 
facile d'exprilner, sous foitee finie, T intégrale générale 
dePéquation. * ^ -, \ 

En effet, une des valeurs de 6 donnera la série 

Or, C et a étant arbitraires, ^Cu^ représente une fonc- 

^tion quelconque de u; donc ^ Ce* représente une 

"fonction arbitraire de 6*+"^, cl, par suite, de x~hay. Si 
on la désigne par F {.r-f- ay) , et qu'on l aisonnc scinbîa- 
bicnicitt pour les m valeurs de on aura, en ajoulaul 
CCS m solutions , 

= t'y F ( j: 4- ri^ } -h F, {a: -F «,^) 4- ... ' • ' 

Celte expression renferme m fondions arbitraiies telles 
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^|ffi»iÇ>P#SÎe#^ être 
eèiéMs a de* IbncjJM àtîttir^^^ Ellé représeute 

151/ Appliqan^s cette méthode à Téquatioti 



f 



d-z r/»z ■ \ 



- .... . , • -, 

, qui détermine la moqveméBtt vibratoires, soitdes cordes 
. : élastiipiea, 86Ît.de l'aîrdaM jes luyaw cylindiiciucs, soit 
: 4^ yei^e8 dans le sens 4e leur longueur./ / 

par suite,' - v 

. ' L'intégrale générale eiatdoaiq , - • 

• ' ' ■ ■ ■ - '* * • , 

. . I^esfiMictionsF.Ft.sedéteOTmnerontf^^ 

.. Gonuaît 2, ~ pour x-.r= o. ' ' ' ' ' ; .* 

^ • . Soient-, en eiflet, - " ' ' ;• 

.... .. (|j;=tb)r. - ■ ■ 

■ ■ - ' ; , { - /' 

: 1^ fonctions P ^t*F, devront ^tisfaii^e anx deux eondi- 

; .:..;-Firj+f.{y>«./-6<);:- r(x)-»;i:ri.È.i,v).-. ; 

. ■ , », . ■ ■ , » ■ . . ^ 

^ ;Ini^ro<)s les denx lucmbres <|e la dernj^re, et répréïcn- 

, ? II* * • • . • ■ . . \ ' 

, •• V î- . • V ^ . , 

; , " , • ■ ■ ■ • » 

• t i« . * * . ^ . • .■ • ■ » • - . 



•V ' 



.u; , 



> .V 



tons jT <f [y) dy pai' (^) , nous obtiendrons 

C (Icsignaut une consiaiiie arbitraire. On lire de ces étj[ua- 
lious ■ * . ' 

. »iF(»=/(r)*i+(r)+c, 



aF,(/)t=/(j^)-i^(j)-Cî 



ia valcui générale de -S, satisfaisant à toutes les coiidi- ' ^ 
tiens , sera donc , • 



-V. . • 



e • * 

I 



. • • • . ' 
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CHAPITRE XXL 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DlFP^ENTIELLEa 
^ PARTIELLES LINÉAIRES, PAR LE MOYEN 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



15^. Nous avons dit tout à l'heure coninum, en par- 
tant d'intégrales parliciilièrcs , on pouvait en obtenir de 
plus générales, renfermant des fonetions arbitraires, et 
exprimées par des intégrales prisos par rapport à des 
variables di dérentes de celles qui entrent dans Téquatiou 
proposée. Le choix qae l'on doit faire pour la forme djçs 
intégrales particulières doit être tel, qne les fonctions 
arbitraires que Ton aura introduites puissent se détermi*' 
lier facilement au moyen des données ; et ces données sont 

• ordinairement les valeurs que reçoivent la variable prin- 
cipale et quelqnes^unes de ses dérivées par rapport à une 

.'des variables indépendantes, lorsque* Ton donne à cette 
dernière une valeur particulière. . 

GoQSidéroAs , comme premier exemple , Téquation 

(i) • ::r = <» -TT» 

^ ' • dx dy^ 

qui détermine, le mouvemehtdela chaleur dans une barre - 
prismatique , dont la surface latérale est imperméable. 

La question sera entièrement déterminée, d après ce 
que nous avons vn, si Von connaît la valeur de z relative ■ 

à X = o. Soit donc donné * . 

(a) 2=sF(j') pour .JCz=:o; . . 

On satisfera à Téquation (i) en prenant 
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pourvu <{ne n = — a* m*. Oh pcul mèinc> au lieu de j, 
mettre f^ot, puis mullîpller par une constante arbi- 
traire A , ce qui donnera la valeur particulière 

/ ■ • ■ 

s = Ae-"''"*' cosm{jr ^ a). 

'Faisons croître les conistantes arbitraires m et a par de- 
grés infiniment petits dm, den, et supposons que A soie 
de la forme 

y désif^nant une fonction arbitraire; la somme d'un nom- 
bre fjnol(on(jue de ces solutions infiniment petites sera 
t;ii( ure une solution. On aura donc une valeur plus géné- 
rale de z eu prenant 

» = J* J*/[a.)e-''^"''' cosm {f. — a) dm da.^ 

les limites des deux intégrales étant arbitraires. 

Or cette valeur z se réduit , pour or = o , à 



cos m [jr — a) dm da» 



Donc , si Ton prend — oo et H- pour limities de ces 
miégrales, on trouvera pour résultat a if/(j) \ ce qui dé- 
termine /(> ) , puisque f d'après la condition donnée , ou 
devra avoir 

La \aleurde s, tjui satisfait à l'équation (i) et à la con- 
dition (2) , sera donc . . 



1 1 



F (a) e"* »' * cosm {y — «) dm da , 

et toute valeur de '4; qui satisferait h ces deux équations: 
serait identique avec celle-ci^ soUs queUjue forme qù*e1Ic ' 
se pi ésenlàt. Il ne reste plus .qu^à chercber si Texpres- 
.sîon peut être simplifiée. . 
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Or ou a la formule , . 



d.*où il finît 



^t, par suite, . " 

expression qui ne leni'ci mc plus qu uue intégrale dciinio. 
simple. ' 

On peui lui <ionucr une forme plu& commode co posant 

> ' /-^^-^VïiyeS .d'où a=jr±;2<ig^/i, 

. ■ ■ ' . ' 

' • ■ ' » • • - -." 
Si Pou "prend les siejncs supérieurs , les limites de 6 seront 
les nièmos que celles de 2^ , fi l'on aura - 

(3)- 5-=4= 1 '''"^'fO -hit«ev5)^i6. • 

. ' * * ' 

Sî Ton prenait ics signes inférieurs, les limites seraient 
renvecaéed, et , en les remettant dans le même ordre ^ on 
trôùYêrait poar valeur de , 



JL jf* 



♦ 

jgai DG diilèrë pas de .lia précécU^iite, vu que 6/ passe par 
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toutes les valeurs positives et négatives, et que.^**^' ue 
change pas quand o cliange de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée pi|r ' 
réqaâtioo (3). 

* r • 

153. Soit maintenant ' 
.... Ht , 

(,) . _=„._ + i., . 

z étant assttîettî à la rpndition, 

(a) » = ^\jr) pour * =s o. / 

Si Ton pose z^t^Uy Téquation (i) donne 

' • • du <r u 

dx dy^ 
. et la eonditioa ( a) conduit à la suivante : ' 

uisz^ijr) pour at = o, 

La détermination de u.se ramène donc au cas piéocdeni, 

el z s't'iisuivra. - ' ' . v 

. ■ - * 

iS{4, Intégi*ons maintenant Ji'équatîon . 

que nous avoiis déjà traitée par une autre métUode, et ' 
qui se rapporte au pit>blème des cordes vibrantes. Ajon* 
tbns-y les deiix conditions suivantes,' f^our .déterminer . 
les fonctions arbitraires 



(3) ■ f =/(*) . . 

Oh satisfera à 1 équation (i) en prenant - ^ 
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A, m, ctélaiil des eoiistaules arbitraires. Ou aura une so> 
lution plus générale 9 en suj[>posant A s= ç (oc)dmda\ et 
intégrant par rapport à « et m euu e — oo et -h o© , («) 
' désig^nt une fonction arbitraire. On aura ainsi 

I' I f{^ot.)eoiamicoim{s — a)dmd»* 
Cette expression se rédait à a tt ( x) pour £ = o. Donc, si 

Y (a) 

l'on prend g) (a) = — ' j on trouvera F (a:) pour ts=sO'^ 
d*oâ. Ton voit qu&rexpressîon 

I * 

satisfait aux équations (i) et (2) ^ mais elle donne ^ =^ Q 

pour f = o , et , par conséquent, ne satîs&it pas à la con« 

dition (3). 11 reste donc à tronvar une valeur de y »|ui 
satisfasse aux équations (i), (3), cl deviemie nulle ])()ur 
f = o- en rajoulanl à celle que donne ré(]nalioM (3), on 
aura une valeur de^' ijui satisfera à toutes les ( ondi lions. 
On r.emarqucra d'abord que si uue fonction satistàit 

^ Inéquation (i), les fonctions -~ » etc.; y «atîsferont 

X' ' * <(r • 

ydt lorsque ^ est nul pour 



»00 

(4) 7 = ^ / I. F (a)cosamtcosm {x — oi)dmfixt 



. Si donc on intègre par rapport à t Texprcssion (4) et 
qu'on y remplace la fonction F (a) par ^(a), on aura 
une solution de l'équation (i) -qui» diûérentiée par rap- 
port à se réduira kj {x) pour I == o, et qui , de plus, 
deviendra nidle pour t =5 o. On obtint ainsi l'expressioR 

rrr— - I 1 /{«) -^------eosjn (4? ajamaa. 
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«ju'oii peut d'aillcMirs vérifier facilement. La valeur tlej' 
qui satisfait aux équations (i), (2), (3), et qui est la.seulc 
qui puisse y satisfaire, est donc 

• ljr=_!- I I F(a)coftai»^cosiit{«'->a)</m</« 

(5) ^^J--^J~^ . • / • 

! H I I jioL) coswiij; — aid/nda, 

' - ■ 

Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont ré- - , 
ductiblès, et considérons d*abord la première. 
On peut remplacer cosamt cos m (x «).par 



C0Sm(jg'4-gf'— g) Hhcosw(jr-— — «) 

a 



j 

y. 



et la partie que nous considérons du second membre de 
Téquation (5) deviendra ^ ' • 

y— \ \ F(0^[cO9l«(x4-tf*— «)-f-OOS«f(«^tf;— «)J(fot«f«, 



4 

ou 



1 . ' 



Passons à là seconde partie , et remplaçons-y . . .. 

par » 

tànm\x-^at — «) — 8inm(jF — flc) 
r : '■ h ' * 

elle deviendra alors . • , 



( . 1 ^ L V. l. 
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Or oix sait que, quelque valeur qu ait />, Tiatégrale 



est ^ale jà ir lorsque p est positif, à — ir- lorsque p est né- 

gatif. • * ■ • ' 

Donc l'expression (6) sera nulle toutes les fois que 
x.-h M -^ot.eix — at — et seront de même sigiic ; i t par 
conséquent, il suffit de considérei* les valeur* de a qui 
donnent à ces deux quantités des signes dillércnls. Ces 
valeurs seront déterminées par les inégalités 

. «4- tfi— a o, 0? — at — ^«•<.o, 

si ést positif ; et par 

si t est négatif. Les premières donnent 

les dernières donnent 

# * 

Il sutlii a donc que l'iniégration par rapport a a soit faite 
entre les limites w — at, x-^at. 
^Si t^Q^ x^-at — et sera positif, et ron-anra 



* sin /n [a: aC — a) . 

i idni^Ki 



Texpression (6) se réduira alois à I 



(3) 
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Si t <^o, x~h al — a sera uégulif j oa aura 

J-OO ' 

et Vexprcssion (6) deviendra 

n 



a« J 



X — al 



ce qui coïncide avec ( 7) , qu^il suffît alors de considérer. 

Dcsijj;aoiii» J*J\-^')(^'^ i'^'' ^ (x) , rexpressioii (7) de- 
viendra 

et la formule ( 5 ) se réduit à la suivante : 

-F .r -1 ./r -4- F r — (U -f- a/) — iL (x — nt) 

EDe coïncide alors avec celle qué nous avions trouvée 
précédemment par un procédé plus simple. jMais non» 
avons cru qu'il pouvait étrë bon de l*ob tenir par cette 
nonveUe Voie , non-seulement pour faire une application' 
de la méthode des intégrales définies, mais parce que la 
réduction que nous avons faite des int^rales doubles 
oflf^ des particularités qu^on rencontre dans d'autres cfr^ ' 
forislaiices moins simples, où elles pourraient arrêter 
cLiix qui ne si i aient pas encore habitués à ce genre <i a- 
nalyse.' . ' . " * 

ISS. Soit encore ré(|uation 
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qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élas- 
tique. . . 

Ajoutons- y les deux conditions 

' (2) . y.==¥{^^) j 

' la question sera entièrement détermiaéevet ne pourra 
• avoir qu'une seule solution. 

< On essayera d'abord de satWaire à l'équatibn (1) par 
, unè valeur simple de la formé 

/ j — cob/tit cosn [j: — a}, 

et 1 on trouvera qu'il suffit pour cela que- Ton ait 

on aura ainâi la valeur particulière 

^.== Ac9$A'rcosn(jr — «), " 

■ A ' " • . . . . ' l 

-A , n,ct étant des constantes arbi iraires. 

' ^ Supposant enco^ Aj^^(a)dadn^ et intégrant par 
rapport'^ A et a , entre — oo et -h x , on aura^une solu- 

..tîon plus générale de Téquation (1) , eicprimée par )a for- 
mule 



V — oc V ■ fib 



Si Ton y /ait t=i0, elle se réduit à a ir^ (x) ; et, par con- 
séquent , on satisfei^ait à la coudition ( ai) en prenant 



Ainsi r^xpression 

(4) — 1 1 F(a)cpsn'/cosii(x — ■«)r/A«/dty ; 
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satisfait aux équations (i), (a^, et donne ^ = o pour 

f = o. II suffit donc de trouver une nouvelle valeur de ( y) 
qui satisfasse aux éfiiiaiions (i), (3). et se réduise à zéro 
pour f™o, eu } ajoulant à celle que doune l i qualion (4), 
ou aura la solution chcichëe. Or, si Von inlcgro par rap-. 
port . à eutre les limites o et t , une valeur de j". satis- 
faisant à 1 équation (i) , et telle que ^ =: o pour f = o, 

le résultat y satisfera encore. Si donc on intègre Tex- 
pression (4) par rapport à t., en rcnqilaçant F par on 
-aura une solution de Féquatîon (i) , qui , diflereniiée pas 
rapport à t , deviendra / (.r) pour f = o, et satisfera, par 

conséquent, à la condition {'6). De plus, celte vaîeiirdey 
deviendra nulle pour / = o, puis(jue 1 intégrale est prise 
à partir de i = G ; donc, eu 1 ajoutant à celle que donne 
l'équation (4) , on aura la solution de la question propo- 
sée j ou obtient ainsi . • 



(5) 



•00 «/ — 00 • • . 

— I I /(a) ; — C0S«(jr — a)dfidx. 

air»/— Qo «/— op' . . * • 



La première partie de cette solution peut être mise sous 
une' forme plus simple en eiléctuaut rintégratiou par^ 
rapport k n. 

£u effet, uou§ avons fait connaître la formule 

■ r • ■ . 

. " ..j* coss^co8a6«/»r=^^(coi6*T^sii|S»)^ 
posant z n Jty 6 ^'"^^ on conclura de Téquatiou 



précédente . 

La première pai lle de la valeur de r, qui donne la solu- 
tion complète de la (question, toutes les fois que Vpii doit 

avoi r ^ = o pour t =: ày prend ainsi la forme suiTante : 

. • , ■ " • * • , • 

ou, en posant '^'^ f ^ d'où da^ 2d^Ji, 

. i'â6. Nous allons encore faire connaître Pintégrale 
d^une équatioii qui se présente souvent dans les prdUèmes 
de physique matliématique. Mais il est nécessaire, aupa- 
ravaîit, de résoudre une question auxiliaire qui consiste 
à ramener à une intégrale simple Texpression . ; 



F ( /cos 0 >f> sin Ocos^t M sin ftsii) 4» ) sin <^ , 



1^ désignant une fonction entièrement arbitraire, /, t/i, n 
des quantités quelcom{iics indépendantes de 0 et ; ces 
limites o, se rapportant à Tangle 0 ; et o, 2 tt à l'angle 

De sorte que ces deux angles, rousidérés comme coordon- 
nées polaires relatives à des axes rectanc^nlaires , déter- 
mineraient successivement toutes les directioiis autour de 
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rorigine. Cela posé, soient 

d'où 



l'intégrale deviendra 

J/»3t /*3ir 
[ I F(i^cos/i)8in0<f0<£ip, * 

p désignant Tangle formé par les deux direcdolis déter- 
minées parles angles tj; et (/, ^\ Or sin0ii0</<f est Télé^ 
iti^t de la surface spbérique décrite de Torigine comme 
centre avec l'nnité pour rayon \ et, d'après les limites des 

intégrales, on doit considérer successivement tons les 
éléments (jui composent celte surface cl les multiplier par 
la fon( lion F (A' vos p) qui dépend de l'angle (pic forment 
les rayons vecteurs relalils à ces diveis élémcnls , avec la 
direction fixe correspondante aux angles ô^, (J/ déterminés 
par les équations ' . ■ 

ces 9 s 



ain 9' cos = 



• V^/* 4- H- «' 
m 



sjp ^- -\- n 

sin sin ^1»' ss 



Il est donc bien évident que l'inlégrale proposée ne dé- • 
pend pas de la direclion particulière des axes; et, pouf 
simpliiîcr le calcul, nous choisirons pour axe des x la di- ^ » 
reclion fixe dont il vient d'être question. !Nous aurons . > * - 
alors p s 6, et l'expression (b) devient l 
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En intégrant par rapport à t^, on obtient 

, 2»/* F(^GOs6)sine</0, ' 
expression ^uî devient j en faisant cofi' 9 = |bi, 

4e sorte que Ton a, <{UèllG qîte soit la fonction F, ' 

I F(oosO+m8in9cos4'-4-ffsiiiOsin4»)smO<f0^i^. 

■ ' 

Telle esl la transformation (jue nous nous proposions de 
faire subit- à l'expressioii (a), ' ' 

i 57. Proposons-nous maintenant d'intégrer Fëquation 

Nous aurons une iulégrale particulière eu posant . 
S, y, ^ étant liés par l'équatiou - ' 

* ^ * - ' • 

Si l'on retranche les deux valeurs de //, correspondantes 
au double si^^ne de a, et qu'où multiplie pair un coefE- 
cient arbitraiie , on aura encore une solution, qui pourra 
se mettre sous la. formie suivante : < 

Si maintenant nous transformons l'iulégralc f e'^^^dfi 



' au moyeu de la fomulc (c) da numéro précédent, cette 
valeur de u prendra la forme suivante, M étant une con-!- > 
étante arii>itraire : 

Si Ton fait la' somme d'une infimté d'expressions ' sem- 
blables dans lesquelles les constantes 6, y, M pourront 

prendre toutes les valeurs que l'ou voudra, ou aura eu- . 
core uue soluiiun de l'équation (i). Mais la somme 

« # 

peut, en choisissant convenablement , les indéterminées 
M, 6, y, ^, coïncider avec telle fonction qu'on voudra de . . . . 
xH-a£cosd, /4-atsindcos i(>, xr+otsindsin^. On aura . *. 
donc une solutiott de Téquation (i) en prenant . 

•r. 

F désignant une Ibnclion arbitraire de trois variables, 
et lé coefficient |- étani, introduit afin que « pour tss o^. 



on trouve 



ttir ^ 



L'expression (a) donne donc onè solution de l'équation 
proposée, telle que pour ^ = <^ die se réduit à ô, tandis^ 
que sa dérivée par rapport à t devient une fonction arbi* -> 
traire de 07^ j*, 2. 

Si donc nous pouvions trouver une autfe solution dé 



.^^f'^^ation ( i) telle , que pôiir t.= o elle devint égalp à une 
.* ibnction arbitraire de , jr, ^ j tandis que sa dérivée par 
' rapport k,t sé réduirait h zéro, la somme de ces deux 
• solutions formerait l'intégrale générale de réquation pro- 
posée. Or, toute cxpressiou satisfaisant à réquation (i) 
' est telle, que sa dérivée par rappurl k t y satisfait de 
môme 5 prenant doni; une expression semblable au second 
membre de 1 équation (2), et substituant à la fonction F 
une autre fonction arbitraire /. puis diûércntiaut le ré- 
«• ^|ihat par rapport à nous aurons cette nouvelle inté« 
grale de l'é<piaiion (i) ; V , 

:' ».0r il est facife de -vériûer que cette expression devient 
"fi^iXi ^) quand on fait t = o; tandis que sa dérivée par 
rapport à l'devieni nulle.- 
. L'înt^rale générale deFéquation (1) est donc 

\. i'Jo Jo \(M-<Wsiii»»ro+ / 

et ^ pèur t.== O y on trouve 

du . ' • 

L'intégrale est donc mise sous la forme la plus commode, 
. puisque les fonctions arbitraires qu elle renferme sont 
' précisémient celles que Ton donné -dans toutes les appli- 
cations anx questions de mouvement. Ce sont celles qui 
. déterminent J'état iiiîtial du système, c'est-à-dire- telni- 
' qui colrrespond au- temps' t égal à aéro.> C'est à Poisson 



aa6 uvu iv." • 

qu'on doit la formuh; (3), qui est d*ane très-grande uti- 
lité dans la physitpie mathématique. 

158. UinU'grale que nous venons de trouver coiriiuit à 
celle de inéquation plus générale 

En eilét, si Ton pose 

A' = ax'f y = bj\ z — cz'y 

on obticiil 

d'u du d'il d'il 



€U* dx'' df^ dz'^ ♦ 

LUnt^ale générale de cette équation sera donnée par la 
formule (3); et si Ton remplace ensuite x\ y' z' par 



-1 T> -> on U'ouveia i'acilement 
a b e 



pour 2 =s o 9 on aura 

•</« 

La formule ( 5 ) donne donc Tintégrale générale de Téqua- 

tion (4), elles fonctions arbitraires qui y entrent sont 
données, comme dans le cas précédent, par 1 étal initial 
du système. 



CHAPITRE XXIL 

% - • 

V 

ÉLIMINATION DES FOJSGTIOJSS ARBITRAIRES. 



■ . 159, Si une équation à trois variables x, y, z renferme 
uu nombre quelconque m de fonctions arbitraires de 
seulement, il suffira de la différentier ni fois par rapport à 
en considérant Jt: comme constant; on aura ainsi m-hi 
étpiations dans lesquelles entreront les m fonctions à éli- 
miner, sans qu*il se soit introduit aucune quantité qui en 
dépende : on pourra donc éliminer toutes ces fonctions*, 
et 1 ou aura une étjuaiion aux différentielles partielles du . 



m 



te me 



ord 



re. 



' 160. Mais si les fonctions arbitraires renferment or, y 
et il ne suffira plus de différentier par rapport à une 
seule variable; et pour que Télimination ptiisse se faire, 
.il faut dè plus que Fon n'ait que des fonctions arbitraires 
de fonctions déterminées de y, z. 
Supposons , par exemple , Téquation 

éianl une fonction connue dex, y, z , et/ désignant une 
fonction arbitraire. 

En diÛ'érentiani l équalionpar rapport à x cij succès - 

siTement, on obtient, en posant =f ~ ^' 



dx 



(IV d'e df (do dm \ 

■ _ .mu. 
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(l f 

Ou a aiusi trois é<|uations renfermauiy et Eu les éli- , 

minant, ou aura uneéquatiou auxdîOereuUeHcs partielle»* 
du premier ordre. 

Sx ré<jaalion (i) avait ëté résolue par rappoil ày*, on ' 

n*aurait eu à éliminer que ~ en ire les deux équations 

dérivées. ; 

161. Si Téquaiion donnée renfcrinait deux fonctions 
arbitraires/(f ),/] (91) de fonctions données 9, , les deuir 

(l f (l f 

diirérenliatîons du premier ordre inlroduiraient — • -7-» 

et les trois é(|uaiions ne sufliraieiit pas pour Télimination 
de ces deux fonctions , jointes à / etfi, •■ 

On difiercu fiera alors les équations du premier ordre 
par rapport k' x et y successivement, et Ton aura trois 
nouvelles équations, et deux fonctions nouvelles i élimi* 

. r/»/ d'f, ^ j ... 

ner, savoir j ^» .* ^ ^ donc six équations et six quan-' 

tités a éliminer ; ce qui ne peutcncore se faire. 

En différentiant les équations du second ordre, On in-' 

troduira -r4} -74- > ^'on. obtiendra quatre nouvelles - 

cHiuations. Entre trois de ces dernières et les. six précé^ 

dcnlcs on éliniiiKîra les deux fouclionsy, vi leurs déri- 
vées jus(|a au Irolî-irmc ortiit:; oji aiiia ainsi une cquatioii 
aux dineienliellt's pai lit Hcs du troisième ordre, dans la- 
quelle il Mc resUîia aucune trace des ionclioiis /* et /',, et 
qui exprimera un earaclère eommun à loules les équa- 
tions qui ne diiVéreraient de la proposée que par la natiire 
de ces fonctions. 

462. En général , si une.équation à trois variables ren- 
ferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de 
X, y, en la Jifférentiaut sueecssivcmenl par rapport 
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k X et jusqu à l'ordre m inclusivement, on obtiendra un 
ncilnbre -^Oi^ H" ^) d'équations, et (m -f-i) « fonc- 

tîons à éliminer. Pour que cela puisse se faire, il faudra , 
en général , que Ton ait 

— — OU AI ^ a A— 2. 

L'ordre de Téquation aux différentielle partielles sera, 
doncàn^i. 

On agirait d'une manière analogue si le nombre des 
variables était supérieur à trois. 

• 163. Si ks fonctions , etc., n'avaient pas ren- 
'ferméa:,y, d'une inanière déterminée par les fonc* 
tions connues etc., on n'aurait pu les éliminer. 
' . Si, par exemplè, une équation à trois variables renfer- 
mait une foncdcm /*entièrement arbitraise de x ety, on 
introduirait, pour cbaque ordre de différentiation, autant 
de fonctions à éliminer que d'équations : l'éliminatioil 
serait donc impossible. 

Mais si Técpiation proposée renfermait quatre variables 
x, j , ^ , a , en la diflerentîant par rapport à z seulement , 
ou n'introduirait aucune nouvelle fonction; et par consé- 
quent on pourrait éliminer aiUaulde ionctions arbitraires 
de X et j'^, que l'on voudrait; de même qu'en parlant d'une 
équation en x, y, z, nous avons vu qu'on- pouvai l élimi- 
uer des fonctions arbitraires de .r . 
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CHAPITRE XXIII. 

a 

IRTÉGRATION GÉNÉRALE DE' L'ÉQUATION OU LES 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES N 'ENTRENT QU'AU . 

PREMIER DEGRÉ ET AU PREMIER ORDRE. . 



164. Proposons-nous de trouver Tintégrale générale 
d^une équation entre des variables indépendantes en nom- 
bi^e quelconque, une fonction de ces variables et ses dé-, 
rivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, 
par exemple , une fonction u des trois variables indépen- 
dantes X, y 9 z, L*équation donnée sera de la forme 

P, Q, R, S étant dds fonctions (|uel('onques de or, j , ii. 
Si cette ^uation a une solution, oonune nous le sa^ 
vous d^ailleurs, elle peut se mettre sous la forme 

cp (.r, j-, u) = c, on exceptant celles qui n'auraient pas 
au moins une coiislanle arhiti airc; et l'on peut inlroiliiire 
la fonction 'p nu lieu <lc i/, ce qui cloiuiera à l'éfjnatiou 
une forme syméiiique qui nous sera Irès-avantageusc. On 
aura, enellet, 

dut tlx du dy du dz 

' . <te < r/ç ' djr df^7lz~d9 
du du • iid 

et réquâlion pi uposée devient 
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Ainsi cj) — c I l'prt'scniaul une solution de la question , la 
fonction o des quatre variables ^, z , a, doit satisfaire 
à cette équation^ u désigoaut la fonciioa de X,jr<, z que 
l'on tirerait de l'équation 7 = ^. Or, nous ayons démon- 
tré (n** 78) cjue si l'on représente par '| (.r, Y\Z ^ u) = c* 
une quelconque des trois intégrales des équations simul- 
planées 

àjr . rh du 

-t-=kA, — — B, -— r=:C, 

ou A, 13, C représentent des fonctions données de J j j", 
« , M, on aura . quels quo-boicut J-, j., z ^ tt , 

ax dy dz €lu 

donc la fonction serait une solution de l'équation (2), 
où x,f, z ^ u seraieni considérées comme indépendantes, 
si l'on pruuait . 

- A-^ H-^ V"-^ 

A~-, "-p' *^=p'- 

c*est-à-4îre si ^ était une des intégrales, résolues par rap- 
port aux cïonstantes , du système 

.^ r|(r_Q ^„*^ 
• * <£r~"P' dx~^' </x~p' 

qu^dn peut écrire sous là forme abrégée 

Ainsi ^ [x, y, z , II) s o' satisfait à Téquation proposée. 
Car si on en tire les dérivées partielles de 11 qui seront 

du dx du dy du , dz 

dx d}^'' dy '"i* 

du du du 
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et qu'on les porte dans (i), on aura pour résultat . 

équation qui est ideotiqae en jfyZ^u\ et par consé* 
quent aussr quand on mettra fionr ti sa valeur eax^yj z 
tirée de if/ , u) ==o. Cette dernière équation donne ^ 
donc une solution de ( i ) . 

On peut même remarqûer qu^fine fonction arbitraire 
F {^) do la fonction ^ satisferait encore à l'équation {2) , 
puisque sa substitution ne fei'ait qu'introduire de plus le 

facteur 

' , • 

Si donc on représente les intégrales des équations (3) 
par* 

on aura des solutions de Téquatiou (2) en prenant une 
fonction arbitraire, de ^, soit de ({'1 ou Mais il est' 

fa( ilc de ^oi^ qu'il en serait encore de même si l'on pre- 
nait une fonction arbitraire des trois, F(<p, t^,). 

Car la snbslituliou d'une pareille fonction au lieu de y 
, dans ré({iialion (2) donnerait la somme des résultats (jue 
fourniraient séparément (J^i, pourvu qu'on multi- 
pliât le premier par ^> 1® seccmd par ^ 9 elle troistèm^ 

par On aura donc une solution de l'équation (3) ou 

de la proposée en posant F ij/f) ^t) = o , ou, ce qui est 
la même chose , ; 

4) - ^^'Xi^^^A.- 

' F et f représentant des fonctions complètement arbi- 
traires, n^^te à démonti«r que o'est lè l'intégrale géné^ 
raie; «m^ en d'autres termes, qu'en donnant à x une- 
valeur particulière, zéro par exemple, on peut détermi* 
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ncr la fonction / de mauière (^ue u soil une fonction arbi- 
traire de r et z. 

. Soit X (^» ^) fonction choisie arbitrairement; 
dtarciions si Ton peut détenniner f de manière que Fé- 
quation 

'(5). >j/,(o, «)=:/(i|»(o,r,«, «), 4'i(o»r» »>»)!» 

soit satisfaite, quels que soient^ et z lorsqu ou remplacer 
P^r (X» 'S)* IWr cela 9 posons 

(6) i)>(o, j,s,f«) = fi iî»,(o,/, z, «) = "S X(^»=) = "» 

et introduisoiis les variables indépendantes u et tv au 
lit^u de l'éqùatioii'>(5) devra avoir lieu r(uels que 

soient etw^ quand on y aura fait les substitutions ù>u.t- 
. nies par les équations (6) , qui donnent pour z des 
foncdons connues de v,- w. Représentant par u (f^, w) la 
fonction connue à laquelle se réduit le premier membre 
de l'équation (5) , on aura alors k satisfaire, quels que 
soient ^ et n^, à Téquation 

■ 

^ce qui détermine la forme de la fonction /. 
• De quelque manière , au reste, qu*on élimine n,^, z^ 
on obtiendra une équation qui renfermera la fonction^ 
et la déterminera. L'équation (4) est donc Fintégrale gé- 
nérée de Féquation (i), puisqu'elle y satisfait, et que 
. pour X = o elle donne pour ti une fonction arbitraire de 
^ etJZ. 11 est même à remarquer que l'équation (4) satis- 
fait, quelles que soient les valeurs des quatre variables 
2, u. 

Cette méthodo, due à M. Jaiobi, et que nous avons 
exposée sur une équation entre quatre variables, s ap- 
plique évidemment quel ([n'en soit le nombre, et il serait 
su)>erllu de rien ajouter à cet égard. 11 pe nous reste qu^à, 
e^ faire quelques- applications. 
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Intégration des équations aux différentielles partielles 
du premier ordre , qui représentent der surfaces cy- 

■ lùidriques, des surfaces coniques, des conoUdes et des 
surfaces de révolution. 

165. Nous commencerons par rappeler les équations 
. .. finies et les équations diAérentielles de ces surfaces. 
, .Équations finies de ces surfaces, — Une surface çjlin- 
drique est celle qu*engendre une droite qui se meut parai- 

• lèlement à une direction fi^xe, en s'appuy ant con stamment 
sur une ligne donuée, qui est nommée directHce. 

Soient . 

F(.r, r, s) = o, F,(x,/,2) = o, 

* 

• les équations de la directrice , eu • 

célles d*unc générai ri ce {|uel conque, a et b étaut^con» 
stants j et « , € variant d'une génératrice à une autre. La 
condition de la rencontre de cette génératrice el.de la di* 
. rectrice s'obtiendra en éliminant x,/) z entre leurs équar^ 
tions ; d'où résultera une équation • 

^ (oc, 6} = o. 

..On aura donç Téquation du lieu des génératrices en élimi- 
^ nant a , S entre cette équation et celles de la généi-atrioej} 
ce qui donne , pour Féquation générale des siirfâces cf" 
lîndri^ues, pouvant désigner une fonction quelconque,. 

ou , en la résolvant par rapport kx — az , ' 

i — aszsE/(x — bz). 

On peut d'ailleurs véiilu i que, qiu»lle que 56lt fa foncr 
.liou J^, celle équaliou rej[)réscnle une surface cylindrique. 
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Line surfai t; conique est celle (jii'engendi c une 
droite qui passe par uu point lixe, et s'appuie sur une 
ligne donnée. 
Soient 

J? ( r, a) = o, Ft{x,j',z) = Q 

Jes équations de cette directrice, et a, ^ leacoordon* 
uces du point fixe; les équations d'une génératrice quel- 
.conque seront 

a et b variant. d^une génératrice à Tautre. Pour qué la 

• directrice "soît toujours rencontrée parla génératrice, il 

faut que ces quatre équations aient lieu en même temps 5 
d'où n'sulle, en éliminant Jr, j', l'équation de cou- 
dilion 

i^[a, h) =0. 

L'équation du lieu des génératrices s'obtiendra en éli- 
minant a et b entre celte équation et les- deux précé- 
dentes, ce qui donne, pour l'équation générale des sur-» 
faces coniques, ' 

I X 7. )■ Ç\ 

'irzry'..— )=<" 

ou . ■ 

*-7 \« — 7/ 

cl l'on vérilierait encore que, quelle ([ue soit la roiu lion J, 
cette équation représente une surface conique. 

167. Un conoïde est la surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui 
rencontre constamment* une droite et une -courbe don- 
jiées. Prenons la droite donnée pour axe des z , et le plan 
fixe pour plan des x et et soient 
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les équations de la courbe liounée \ celles de lu gcaéruii icc 
seront de la forme 

-, s = <i, jr=sbx, 

• r • ... 

ElimiBant x, y, z entre ces quatre équations ^ on aura 
une équation entre a et & , qui exprime la dernière condi» 

tion à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a—a^i^h) 
cette équation, ou aura celle de la suilatc cliciclictî, on 
éliminant a Gl b entre elle et les équations de la généra- 
trice. 
On trouve ainsi 



La fonction q> est arbitraire, puis(|uc F, F, désignent 
des fonctions quelconques, f) ailleurs on vérifie facile- 
ment qiu», quelle que soit cette fonction ^, 1 équation pré- 
cédente est celle d'un conoïclc. 

168. Une sorface de révolution est celle qu*engendré 
' une ligne quelcon<ine qui tourne autour d*un axe fixe , en 
conservant avec lui la même position rélative : dé sorte 
que, dans ce mouvement, chaque point décrit un cercle 
dont le centre est sur Taxe , et dont le plan est perpendi- 
culaire à cet axe. ' ' * 

Prenons 1 origine en un point a , ê , y de l'axe, et soient 

les équations de la génératrice dans une de ses positions^ 
celles de l^axe seront de la forme 

• Un quelconque des cercles de la surface aura pour éqna* 
rîons 

. ■ • • . 

(« — -4- ( j — S)'+ (s -1 7)»=: R», z + ax-i-by = 0. 
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Pour qu'il V ait un point commun avec la couibo i^énéra- 
Irice, il faudra que R cl C satisfassent à 1 cquation qu 071 
obtiendra en éliminant x, /, z enlre les quatre équations 
de ces lignes. Soit cette équation de condition 

on aura celle du lieu dos rcrdcs ou de la surface de révo- 
luiion, en éliminant R et C entre cette équation et celle 
d'an quelconque des^cerdes; on trouve ainsi 

«)'-h <r ^ + {* — if> * -h + éy] = o, 

ou 

r ( ic — «)« 4- _ 6 )» + ( , — ^ )3 = /( , + -H ) , 

équation générale des surfaces de révolution. 

• 169. Leiu's équations aux flifférentielles part ici/es. — ' 
. Les surfaces cylindriques jouissAînt exclusivement de cette 
propriété, qiiVn chacun de 'leurs points le plan tangent 
est parallèle à une droite fixe, dont la direction est celle 
des génératrices. 

'Soient x^az,y^bz les équations qui déterminent 
ecitte direction, et z = F (x, y) Téquation d^nne surface. 
Son plan tangent au point (a/, z' ) aura pour équation 

Pour qu'il soit parallèle à la droite donnée, quel que soit 
le point de contact, il faudra qu*on ait ' 

L*équation générale des surfaces cylindriques est donc 

jl70. La propriété caractéristique des «surfaces coniquçs 



238" tivnt iV. 

csl que leur plan taiit^ciu cii un point quolcoiirpic? passe 
par un point lixo. Soioiil a, o, y l<:s eoorcîonnéfs de ce ; 
point j lequalion générale, du plan langent à une surlacc 
élant 

■s 

le plan langent passera constamment par le point fixe, si 
Ton a» pour tous les poînu de U surface, 

1 équation générale des surfaces coniques est donc 

, . fh ... dz 

171. Le plan tangent â un couoïde devant contenir la ' 
génératrice menée au point de contact, coupera Taxe des z' 
en on point dont le z sera égal à celui du point de con-> 
Uct^ si Ton suppose les axes choisis .comme précédem- 
ment. L*éqaation du plan tangent - 

»-»' = ^' (*-*')+ J(r-/) 

devra donc être satisfaite par x=o,j^'=o, z=:z*\ cé > 
qui donne, pour tout point de Ja surface, 

L'équation générale de tous les conoïdes, quelle que soit • 
la courbe directrice, est donc 

Hx dy 

172. Les surfaces de révolution ont pour projpriélé 



» 
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Gar^tctéristique, ([ue la normale men^ en un quiconque 

de k iirs points rencontre leur axe. < . 
} Soient 

4r = oz 4- a , j = ft» -f- 6 

les équations de Taxe. Une normale à nne sur£gtce quel- 
conque a- pour équations 

, pour qu*elle rencontre Tare, il faudra que Ton ait ]a con- 
dition ♦ 

. En' réânisant cette équation, et supprimant les- accents, 
-on aura Téquation générale des surfaces de. révoIuti(»iy- 
qui sera ' . 

' • — <fe dz 

On aurait pu déduirè ces diverses équations diUféren- 
tî elles des équations en quantités finies,' en éliminant la 
fonction arbitraire. . ' " • *, 

* Noos allons' voir réciproqoenfent. commi^t on ^eut, 
«repasser .des équations différentielles aux équations en ' 
quantités finies, / 

173. Intégration fies équations di- ces surfaces. Sur- 
Jaces cjflindriffucs. — L'équatiou diiicrculielle des sur- 

ftces cylindriques est, en posàni ^ = ^ =s ^, 



D'après la tliéonc des « ([ualions aux dilï'érenlielles par- 
tielles du premier ordre, o«i posera les deux équations 
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âimultauées 

a b — 

♦ 

dont le» intégrales sont x — az =C, y — = Cj ; d'où: 
il résulte que l'intégrale de réquation proposée est 

ou 

X — az =/\ ajr — àx), 

F désiijnaiit une fonciioii arbitraire, qiij se déterminera 
par une c oiicliiion particulière. Supposons d"al)ord que la 
suriace cylindrique soit assujettie à passer par une courbe, 
donnée, ayant pour équations , ' 

pour qu'il soit plps faieile de déterminer la forme de la 
fonction F, nous représenterons par une seule lettre la 
quantité qui s^y trouve soumise. Soit donc 

, . j — 6« = a; 

nous remplacerons partout j par bz -i-u : Téquation de 

la sur£ace deviendra ' " .. 

- . ' ' . * -. ■ ' 

el celles de la courbe se cbangerout en , 

et il faudra que ces. trois équations soient satisfaites par 
^e infinité de valeurs de or, 2 , n. Si donc on élimine x- 
et z entre ellés, Féquation en u devra être. satisfaite, 
quel que spit^ù, ou, en d'autres termes, elle devra ètjré 
identique. On en déduira*donc la formé de la fi>nction 
en tirant de cette équation J«; valeur de. F (//). L'équation 



de la surlace . . . 

j? — /is = F — ^s) 

sera donc <'iitièrement délerminée. . 
. On peut, du reste, se dispenser de jësoudie, par rap- 
port % Ff réqtiatioa résaltante de l'éliminaûûn.^ Car. soit . * 

. , . ^r«,F(«)]=o ' ' ■ 

cette équation; en y remplaçaut u par — bz cl F (tt) 
par X — nZf.on aura, pour Fjéqu^tioii.de la surface pro-. 
posée, * . . 

' SLhi. 8ar£&ce cylindrique était assujettie à être circon- 
sdite à une surfiMïe dimnée, on commencerait par déter- 
.minet' les points de cette surface, pour lesquels le plan 
• tangent est parallèle k la direction 4onn^e de^ généra*. 
. tricçs ; etil suffira , pour cela , d' exprimer qu^ils satisfoift 
À Inéquation différenUdle de*la surface cylindrique. Gettef 
ligne étant déterminée, le problème rentré 4Ans le pré» 
cèdent. ' ' 

174. Surfaces coniques. — Leuf équation dilleren-- 
tielle esjt ' ' . - s 

On în^greifa d'abord les. éqjuations ' . . 

• .dx ' dy _ d» , . • , . . 

• \ . • • . . . 

ce qui conduit à 

>et rintégraie de l'équation proposée sera . ' ^ ' 

. - . • ' • " * - 

/ désignant une fonction arbiuairc. , : 

■ il. . . . . , , . 16 » 



a4!K ixvKt tv. . 

.1 . Supposoijâ, lïour Ja déterminer, que la surface soit 
assujettie à {lasser par une <;ourbedout les équations don- 
nées soient . 

^(jf, s) =: O, F,(*,7, z)=.o, . . 
OU posera . • * • 



» — 7 

les équations de la sUrface et de la ligne, donnée dovien- 
droril* " • ' ' . . 

- Ces trois équations devant a?oir une infinité de solu« 
tions conunuoes , si Ton élimine X et-js, l'équation finale, 
en u devra être identique, ét la valeur que Ton en tireM 
pour f(u) déterminera la forme de la fonction ai^itraire. 

Si la sur^Ace conique était aaiujettie à être ciroonscnte 
à une surface donnée» on chercherait d*ehorâ le lieu des 
points de cette surface qui satisfont à Téquation différen-^ - 
^tielle de la surface conique : le problime rentre alors'dans-, 
' celui que nous venons de résoudre. . . « . 

i 75. ConçUides, — L*éqûation générale des conpïdes est 

' P*-*- «y. = o. - 

Les équations simultanées qu'il faut intégrer sont donc - 

— = — et — ^ — > ou dz = o, 

jp • >: , « o 

Ou <'fi lire z=à^ y = bx^ a cl b étant les constantes ar- 
bitraircs. L'intégrale générale sera donc . ' ' 

• ■ • * * ■ 

^ ^ésigaani uue fuuclion arbitraire. .* . , ' 



INTÉCBATION 1>£S É<jUAT10NS UIFFLBENTIELLBS. 

' Si ron veut déierminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour éqna- 
tîoiis • ». . ■ . • " , , . 

' • F>(«, o, Fi(*,^, »)=so, 



*ob posera ^ = et .Fon remplacera y .par wo dans le» 

trois équations qui devrpnt admettre une iûiinité de solu- 
tions communes. ' . , . " • 
On aura ain&i 

ass: > (»), F(je, iiJsas)=so, F| {«, ïkc, a) « o. 

;$i l'on élimine xet 2, l'équation, identique eik u qul 
eni résuliefa feraiconnaljtralàformede la fonction icher* 

.diée;i^(ii).;, • . - - . . • \. 

On agirait ^comme dans les* deux caa précfédentS) si le 
ifaàiâe devait être ctrcôrisérit k une sur&ce donnée. 

176. Surfaces de révolution* — ^' L*équation différen- 
tielle de ces.surfaces est , en prenant Torigine en un point 
de Taxe, ' . 

{x ^ bz)p — (x ~ az)<j = bx — aj, ^ 

, Il faadrii abord intégrer les équations simultanées 



. X — bz X — az ' bx — • 

OU 

. [bx — aj)dxs=zi^y — bz) dzy . 

' . ' ■ . ' - 

Si l'on uinlhplitî la première |)ar ti, la M'condc pa'r cl 
qu'où .les rctrauehe, on trouvC) eu divisaul par bx — ajr^ 

^ - * * » 



ou* , 

• * - ^ 



• » • 
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Si maintetiant on multiplie la première par ^, la 
condé par j-, et qu'on les ajoqte , on trouvïtra 

xdx -i- j djr -i- idz =z o y .• • 

ou 

•+- jr* + 2' = e,î ' . 
I mtë^rale de ré^ttfttioii proposée est donc 

Délerminoli^la fonction arititraiire par la condition ipi 
la snrfaCe contieniLe la canrbe ay'ant pour ëquallioos ^ 

pour cela» nous poserons encore 

s -h O^Ç + = «V . 

et nous éliminerons, «îommè dans les qnestiofts préçé* 
■ dentés, y, M entre cette étpsatîon, celle de la stnfaee 

et celles de la courbe donnée 5 l'équation finale en u devra 
être identique, et déterminera ainsi la fonction^ (u). 

On agirait comme dans les cas précédents, si l'on de- 
mandait que la surface de révoiutiou fut circonscrite à 
une surface donnée. . . ' \ / . ' '* 



è — 
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CHAPITRE XXIV. '■ 



177. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange 
• pour la résolution d'une nouvelle espèce de questions sur 
les maxima et minima. * . . , 

* Dans. les questions ordinaire^, on donnée la £»nne d'uAe 
' ezpresâîoo <|ui Renferme une ou^ plusieurs quantités. in- > 
' connûës,' et Ton cherche les Taleiirs maxima de cette ex-«* 
presdb&y aiiisi-gtiçles Taleim particoHère^^des inooiuiiies 
qui y correspondent.. ' 

.Dans ces nouvelles, qqeîstions» on donné TexpressioA. 
tl'tine diifi<^rentielle qai. renferme d(fs fonctions inconnues 
oè ainsi que leurs dériVées*d*un ordre qtielconquq. par 
rapport à a:, et Ton se propose de déterminer ces fonc- 
tions (le telle sorte que l'intégrale, prise entre certaines 
. limites, ait une valeur maximum ou minimum. ' " ■ 
Ainsi la différence que Ton aperçoit d'abord entre ces 
questions et les autres questions de maxima ou minima 
consiste eu ce que les ineonmies ne sont pas des valeurs 
'idéterminécs , mais des fonctions de la variable par rajp- 
port à laquelle lUntégratioa doit être eflectué^r; 

478. La marclie à suivre ponr résoudre ces sortes dé 

questions est la même que pour les au 1res. On suppose 
que l'on connaisse les fonctions clierchées , on les fait va- 
rier infiniment peu, en satisfaisant à toutes les condi- 
tions \ et 1 on exprime que , dans tous les cas, la valeur de 
l'intégrale diminue , si elle doit être maximum , ou qu elle 
£Uigmenfe, si elle doit éu« minimum* 



a46 iwiB'iv/ 

Il faut donc comiuiiicer pardonner les règles générales 
au moyen desquelles ou peul déterminer F accroissement 
infini lueiiL pelii des intégrales, et d'abord des quantités 
qui peuvent enirei sous le signe de ] iniégration. Mais, 
«vaut de nous en occuper, nous allons éclaircir ce qui 
prëcède par la eonsidératioA d'une question particulière. 

' 179, Etant donnés deux points fixes et une droite 
située' dans îe même plan, quelle est ta courbe passant 

par ces deux points, qui, tournant autour de la droite 
Jixc, engendre une surjacc nii/iifiium? ^ ' 

Si l'on prend cette droite pour axe des qu'on pai'tage 
en une infinité de parties la distance des projections des 
deux points, et qm* par les points de division on nit in' des 
plans perpendiculaires à l'axe, la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d'éléments, ayant pour ex- 
pression générale ^ityds, et. correspondants à toutes les 
valeurs de x comprises ëntre les limites données Xu Xti 

Il faudra donc que Fintégrale / jrds augmente eu pas- 

sant de la courbe cherchée à toute autre voisine. Et dans 

» • . . . ■ . 

Tintégrale / y ds'^ qui se rapporte k une qae]conc|uc 

d'entre elles, lés éléments peuvent se rapporter i ' 
des poînjts de division de Taxe qui ne soient pas les mêmes 
que pour ht première; il jsuf&lque les limites soient les' 
ratoies. Dp sorte que, si Ton voulait comparer les d<^iix 
mtégrale^ élément par élément, il suffirait d^èn mettre ' 
le même nombre de- part et d'autre, et l'on pourrait éta- , 
blir telle loi que Ton voudi ait entre les abscisses de deux 
éléments correspondants ; mais il sera avantageux de le» 
supposer infiniment peu diUérenles 1 une de l'autre. 

Les limites Xx^ Xt poun aien t ctreinconaneSy mais assu- 
jetties à certathes cpiiditioiis. pourrait, par. exemple,* 



' ' INTéaRVTION DSS ÉQUATIONS I>IFF]^£NTIELLE8. I^"^ 

d^nander'qaeUe est U coorbe qui, ayant ses extrémités, 
sur deux courbes données, et tûurtian|; autour dVue 
droite sitttéé dans le même plan',* engendre une siufaœ 
minimum. Dans ce cas, on reconnaîtrait qa*on a trouvé 
la eourbe qui résout la questnm àr c5e que Tintégrale 




augmenterait quand on considérerait toute autce' 



courbe ^yaut ses points intiniuicai voisins de la pre- 
mière, et- ses deux extrémités sur les courbes données, à 
une distance infiAiment petite des extrémités de la pre- 
,mîère.- 

' Si* l'on veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales depuis le premiier jusqu'au dernier^ on ne 
pourrait, 'dans ce cas, les- supposer correspondants^ â la 
'même abscisse, puisque les abscisses des extrémités sont 
nécessairement difTéreutes. U est donc quelquefois néces^ 
•sairé, et toujours permis, de -considérer les deux inté- 
grales que Ton veut comparer, comme décomposées en un 
même nombre d'éléments rorn spondaiiis à des va leurs 
de X infiniment peu différentes, et liées Tune à 1 autre 

par uufi, loi -arbitraire. - , 

* * ' * > * 

Des variations, 

• . - • 

• 180. Lorsque l'on considère un élément quelcorujne 
d'une intégrale, et que Ton passe à sou ( on espoiidani , Jes 
nrcroisseinents que subissent les quantités tlont il dépend 
sont nommés les variations de ces quantités. On conserve 
\e nom dei'diff'érentielles aux accroissements que subissent 
ces mêmes quantités en restant toujours dans le système 
qiii se rapporte à la môme intégrale* On distingue les và-» 
riations . des diifêrentielles par la caractérist1c[ue ^ que 
Ton sl^stitoe à la caractéristique et on les suppose tou« 
fours infiniment petites. ' . . ^' . • 
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Ainsi soil y une «I<\s foiit iions inconnues de x qui en- 
trent dans l'expression sous le signet ^ èy sera l'accrois- 
sement que prend cette fonction <]uand on passe d'un élé* 
tnent d^ là première intégrale à -son correspondant d'ans , 
ht seconde. En considérant / comme étant l'ordonnée 
^' ^*ane .courbe^ f -\^ày sçraTordonnée dé la courbe aprjès sd 
'Variation, et* elle correspondra à la même abscisse quej^ 
dans' la p.rémière,' dans le cas où les points correspondants 
.se rapporteront à la même valenr de â?) au coptrairê,* 
■, y'^^ Toriionnee correspondante k l^abscisse x-^'àx 
' sidx est la fonction infiniment petite de et continue . 
- comme J/, qui exprime la différence des abscisses de^ 
points que l'on fait se correspondre dans les deux inté- . 
grales. Dans ce dernier cas, il est peut-être plus commode 
de regai der x et ainsi que ^x, comme des fonctions 
d'une mùine variable arbitraire t qui n'entre même nulle- • 
ment dans l'expression donnée, et alors la fonction sous 
le signe f renfermera les dlilérentielles dx, d*x,..., aussi 
bien que rapportées toutes à une même va- 

fiable qui n*â pas même besoin d'être désignée. 

Lorsque Ton connaît les variations de toutes les qûàW- 
" ûlÉêA qui' entrent dans une fonction, la Tarîaàon de cette 
ibnction se dëternûne |>ar les règles ordinaires du calcul 
/Uf^^î^entiel, qui font connaître raccroissement infiniment^ 
, petit d'ube* fonction, d'après^lei accrols£eiii||nM de tinites 
'les' variables qu'elle renfonne* Ainsi ronanra généralî^- 
' à>îfit ^ . 

* - ' - - 

' ciF rfF dF 
' '■ * du w dw * • 

« 181. Transposition des caractéristiques d et d. — Il 
est important de remarquer que dans tous les cas on pcul^ 

' ' intervertir Tordre des opérations quand on prend la dilïé- 
rentielle ex la vamtiioii d'une fonction quelconque En. 
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éfl^t, soit f + ^<''ce 4106 deEvient la fonctioniv en passant 
éw premier système au secx>iidt Si Ton change t en t-hdi^ 
la difii^reatielle n'**^ la fonctiioir dans le seeùnd systèDEie 
sera •+- rf*^»'. Dobc la différentielle rf'v de la fonc- 
tion dans 1<? premier système a pour variation d" d^; ou a 
donc * , . . • . ■ . 

Par là les variations de toutes les diflerenlielles d'une 
fonction sont détemiinées par la variation de la fonction 
elle-même, vt il en résulte qu on peut exprimer la varia- 
.tion d'une fonction quelconque do x^y^ z,... et de leurs 
difïéreniicllcs, au moyeu des variaÙQns de ces quantités 
et des différentielles de ces variations. II suD^ra 
de faire usage de la formule . (i), dans laquelle tv,... 
seront remplacés p/r â?,^, ^> 4k» dzj^^.,^ d^x^ 

Ainsi, en'représéntant par A, JB^ C,.,., At, Bt» Gi,«,., 
-At, B«, Gt»..., les d^vées partielles* par rapport à .ces 

^[uantités x,.. dx^.^.j d^x^, . dSme fonction 

■ «■ " . • ■ ' . 

on aura * 
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182. -JM^ôs il arrive souvent que les difféi cnticUes sont 
toutes prises par rapport h une variable, particulière qui 
entre dans la question $ alors les expressions que l'on a 

• à conûdérer jk» renferment que les dérivées de toutes les 

• autres par rapport k celle-là,, et Ton besoin de,calculer 
; lesy^riations de ces dérivées. On pourrait bien Isf déduire 
' de la variation ^es différentielles en exprimant d^abord 

ces dérivées en diifëi^'tielles pi*iscs pai* rapport a, une* 



2ll5o ' ' tiVBK IV. • ' 

variable indépendante quelconques mais il vaul mieux 
traiter la question directement.' ' • 

Soity une fonction do x, que nous pouvons nous rcpré- 
lénter (Jîg. i) comme i ordonnée d'une courbe dont x 
serait rabscisse. Représentons par -T'et X ce que devien-' 

nent / et.xj 1^ diUérence — -r^ sera la variatipn 

de ou d -—9 et il s'agit de l'exprimer au moyens 

des vai iatiuns de X et y et des dérivées de ces variations, 
n y a deux cas à examiner, suivant que X est identique 
avec X, ou {[u'il en difTère. 

i^. Supposons (jue X nedilléif pas de .r, ou que 1 ou 
ait rJx = (), c'est-à-dire que nous regardions comme cor- 
respondants sur deux courbes inGniment voisines les 
points M , iS , qui répondent à une mémo abscisse quel- 
conque AP) IVIN sera dy, et, en différen liant par rapport 
à X les deux' membres de l'équation Y s / Hr* d[/, on ob- 
tiendra 

d'où résulte ■ ' . 

a". Supposons maintenant que les points correspon- 
dants M et N (fig. 3) aient des abscisses diftér^ntes AP* 
AQjon^iiira 

APii:*, MP=r, AQ=X, j>iQ=Y, PQ=Jx, KK=*/,^ 

et lorsifue x croîtra par degrés égaux, X ne croîtra pas de 
la même manière, puisque X = x -h dx, et que âx est 
une fouciioti, soi i. de. y,' soii- d'une variable îudépen- 



dante, arbitrairement choisie. Ainsi , diiTérentier par 
rapport à x ou à.X ne sçra pas . la mùmc opération^ et 
l'équatiQU 

"* ^ • . T^x-¥-ix • 
lie. conduirait pa^» eomme dans le «cas précédent , à . 

/ • • ■' 

Al faut donc calculei' directement la différence ^"S* 

Désignons par u l'ordonnée M'P de la courBe variée,, 
pour la même a])scisse x que Vy de la prcinièrc combe, 
qui est MP, et par w la différence M' M, qui serait dj si 
Ton supposait ôx = o. On aura alors u — o) + y\ et , en 
. observant qu'on peut considérer jXm et M^M. comme 

i%aux , et que roK = ^ âx, ou aura . . • 

■ 

» . , * ■ ... 

Oif&rentiant M fois Téquation 

* w * . ' • * * 

on obtiendra 

ifu fl"f^ d^Y • " 

— z= — 1 • . * 

djf djç" dx^ • • . 

Mais les poinLs M' et N apparienant à la même courbe, 
les dérivé«.'s n"'""'' dos onitaiiit'es do rcs ilcnx points par 
rapport à leurs absci>ses resput iivcs .< et X uo sont autre 
chose que des valeurs d une même fonction dans laquelle 
o« met successivement pour la variable les deux valeuis 
dHSércBted AP, AQ,.ou;r elx + ^o:; doù césuUc, d'a*- 



1 



« \ 



^. ptès les règles du calcul diiieieiiiiel, 
' ' ■ ' . ■ «T'Y </*^'tt 

et, d'api-és réquation précédent, * » • 

</"Y «/"V d'^*u^ 
. - • . — il _i_ «i_ ______ i 

Obsenràlit d'aîlleurs oue . ^. ne diffère de ■ , _r, que 
d'une ({uaiitilé infiniment petite^ cette équation donnera^ ■ *• 
. ; ^or la dïfférçnoe^ _ pu d U valeur, «uî- 
' ' ' vante : \ ■ ' • ' 

' ^06 nous ven^aiderons comme renfermant la première» * 

Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l'on suppo^ 
sera dx = o. * . * . ^ * * . 

. . jfi'S.. Transposition des caractéristiques â et j^^.^ 

\ U , U désignant 

or, . 

une expression différentielle, et les limites'Xi, étant , 

. ' coiistautcs ou variables. On peut la décomposer en une." 
infinité d'éléments , dont le premier correspond à Xi et le 
•dernier à diminué de la dernièro dificreuLielle de X. ' . 
Elliî sera donc la. limite d'une souiine. telle que ' 

» '< • ■ 

. * Considérons mainleuant rij^égralc in£nimcnL voisine 



/ * 
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dans laquelle elle se change par la variation des quau- 
■lilés dont elle dépend , et soit U' ce que devient Li en gé- 
néral dans ce changement, de sorte que U' — U =.^U. 
Les limites de cette nouvelle intégrale seront Xt-\-dxi 
et Xt-h âjpt% M |K>ur|ra être regardée comme la 11- 
rmitede ^ 



^ces nmnreaux étémenu comspondant à cbàcno' des 

miers. • * ' * ' 

. L'accroissement de Finicj^i aie csldouc la limite de 

ou.de * • 



»*est-à-dire C '^U. 



Ainsi , soit qu'on suppose les limites Xt, constantes, 
soit qu'on les suppose variables ^OQ a ; . 



(6) 



de tforte ^uè, ||oiir connaître' la variatUm d'uné mt4gi^' 
é^xÂd, il suffit d& calculer celle de la Afféraatidle « et de 
l'intégrer èiiii« les inémes limites.' 

, t 

184. Expression de la 'variation d'une intégr^ledé^ 
finit, — CùDmêÉvom Une intégrale de la forme ' * . ^ 



• ' • • / ' ' . • 
la valeur de V étant . » . 

j désigne une fonction inconnue de a: ^ cl . jr("> 



sont ses dérivées successives par rapport' à jr» Ncnit non» 

bornons à considérer une seule fonction^, parce qtfe, s'il 
y en avait plusieurs autres, il sullirait de rt profluirc pour 
cha( une ce que nous allons faire pour/)'. Nous examine- 
rons deux cas distincts: celui où .r, , ont des valeurs 
(ixes données, et celui où ces limites peu venl varier d'à-" 
^. pvés certaines coiidition§ données. ' . *- 

y ' i**. Supposons d'abord Xt et Xf constants ; nous pour- 
rons alors faiVe Sx — o et employer la fonnolet (4) 'qui* 
donne'Jpour une dérivée quelconque j^f"^ 

Çelâ posé, si l'on' observe qùe la variation de on'dx^- 
;W icst na]ie>.el que^par consëqufipt» celle de dx'j OVidix^ . 
\ . Teftt aussi , d'où' il suit que^^ (V dx] ^âV,dsp\h. for- • 

.mule (6) 'donnera ' / ^ •.. ' 

*'■ ' * - 

Calculons maintenant JV. * " * ' 

Or, comme nous l'avons déjà remarqué, l'accroisse- 
ment de \ sera donné par les règles ordinaires'du calcud 
, diiférentid, au moyen des accroissements des ^quanti t^ 
qui ont varié dans y,^c'esi-à-dire de y^y*t* . • j y^"^» Oç^ 
.flft -aura doB6 . . ... " / 

que iuws'écrîroks, pour plus jde commodité^ de là ma^ 

- nière suiya|[ite: \ • . •* ' . ► ' • ^ 

X/équation {7) deviendra ainsi, en exprimaut 



•'dy^'J'aumoycn deln. formule (4) j * 

Notis avons^ sous le^gne J^, la fonction indétermioée^^r - 

et ses dérivées par rapport à a:^ ces dernières sont déter- 
niinées par cij', et il est néressaire de les faire disparaître 
de Tinlégrale en les ramenant à dy seul, qui est entière- 
ment arbitraire. Or, c'est ce que Ton .fera. facilement au 
moyen de l'intégration par parties. * . 

'En eflet , si Ton désigne par u et v deux fonctions âfi 
'ion établit facilement, par ime suite dHntégrations par 
parties.) la formule suivante, qpû souvent i^tile .<|an8 . 
1-analyse: \ • ■ • ' , 

(8) I J 



a ■ dx — U 1- — ■ 

djc^ dx"~' dxdx'*-' dx' dx"-' 

''d'nd"-*f ' d^-^u , rd'*u ' 
— — — , l'it i — - fdaf. 



En faisant usage de cette formule, on obtiendra les é(^uar 
tions suivantes ; . ' A ' ' ^ - 



■f 



ao6 uw lY. , • 

et il faut i)icu rcmarciuer (jue — » • » represenieBi- 

« • ' • 

les dérivées totales de N , . . cotosidérëes comme fonc- 
lioBS.de X y et dsos lesquelles on regarde j-coimne dépeu* 
dant de X» Oh aura donc enfin, en prenant les intégrales* 

entre OTi et 0-1 3 • • *' • '** • 



J 



(9) 



ij 'v<i»= ( ,/R d"-'V\d'ir) 



H- U - 

f 



S il Y avait une seconde lonction z dans \ , on ajouterait 
au second m«jinbre de celle équation une autre exprès^ 
sion qui n'en dilîérerait que par les valeurs des fonctions 
qui remplaceraient N , P, . . . , et par le changement de y 
en 2. Il en serait de fa&mQ pour ua uQmbïC queiooiiqfa^ 
de fonctions. . . ' .' 

488. Sî la fonction V renfermait les valeurs dej , / V • • > 

relatives aux limites, la variation de l'intégrale se com- 
poserait des termes que nous venons de calculer, plus les 
suivants ' . , ' 

pt*9 les quantité i^t^ , . . .> ^jty • • n^^fmt pas 
des fonctums de «r, on peut Les faicè' passer ]^ors. du 



« 



« sigae /, 



lît les iei^mes à ajouter se réduiraieDt à 



.* . . . : i 

2^. Supposons , eu second lieu , qtic Xi et soient va- 
nablcfr, et qiijB âx ne soit paVnul. Ôn aura, dans ce cas, 

L'iiitégratiou ^ar parties doiiuaat.^. . ^ • 

Téqnaiion précédente deyi^Snt . ! . • 

Spii maiaienant -[ . - 
et', psr suite,, \ . 

♦ 

•• • . • • • 

it fésiutera * 

ou, en verti^de la formule (5), • • . • - 

' • . . ' ~ ' ' • ■* . 

On- a donc, pour Texpression de la^variatiott ehei^ 

' -H- ' . • *- _ m ' 
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çbée, 

ytlx: 



IJVBK tV« 



On peat remarquer que cette expression oe difière de - 
eelle du cas précédent que par Taddition .du terme. 

y\ùx^*\ car *&> désigne, ici ce que ùjf désignait dans . ' 

.Pautre. Si donc on appliquait 'aemblablemèut l'iMégra- 
tion par parties on ferait disparaître tous W-indièes de 

dîfiérentiatîon sur sous le signe et Ton trouverait > - ( ' 



(rp) 



\ dx ^ / dx ' 

rî I \dx=.l l ^ dK \ ei^oi 



u 



{.M 



S'il 'se trouvait 'dans- V «me -seconde foncCioii incoai*- 
-ntte z.^ renfermerait de plus des termes de la îofme* .. 

MV 4- IN V -H Fz"' -H..., Ou poserait ' 

et Ton ajouterait à Texpression précédente des termes où 
«/'entrerait ,de ht même manièpe que 0. Ii«n» serait de. 
même, quel que fAt le nombre de ces fonctions. 
' En&i , si y rônfermait les valeurs de;r,jr^ z^:», , 4E^»- . . 9 



♦ 1" 
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" ' * ■ iKfÉçiu'no» mn iQOATiom DiprKMp.NTi^i.i.'K». * • 

relatives aux limites, qn y ajoulerail l« s mes suivanis : 

' ^* , • • . ' - *j . 

486. Le cas QiàfXi ,.Xt sont Variables pourrait être im- 

• anédiateiiuait ramené* à cdtii où iï& sont fixes, ms faire 
iisag:e'de'lafbnaiitile (5). .* ; . 

' En effet ^ coosidérons, V comme TordonDëe d'une courbe' 
MN {/ig, 4 ) , et soient AP ==«1 , AQ^.Xt ; on aura 

t * ' 

Soit 'pianitenaiit MiN| la courbe après la variation ^ la 
valeur de Tinf ri^n alc proposé sera, dons le second sys- 
tème. Taire P, MjNiQi ; -on peut donc, .en négligeant Ws 
infiniment petits du second ordre ^ regarder la variation 
. de Tintégrale commfe égale À : ' 

KQQ.K — MPP. H + M, LiM.- . 

Xes deuxpieemièrs ternies représenti$nt ' . 

•* V,*ri~v,^«„ ou Yva;r\?.. • , 

• ' • • • \ • • . • 

Le troisième est Viuié^raile d\ .d^ prise outre les 

limites Xt^âXi et Xt, ou^ en',ii(^ig^a]lt auii:ifinimeii| 
petit du second ordre, entre etXt- Doiuc enfin 

cîV étant Ja variaiion de V dans 1 hypothèse ^x?= o, et 
par conséquent ayant la même signification que dans le 
premier cas. Son expression sera donc la même; seule- 
nient il conviendra de représenter ia variation deV au-* 
• • ' . ' • i»ï.' • ' 



'a6o ' Lirait iT. • * 

ireme&i que par ^/, .qui, dèns le cas actuel, aurait nti« 
antre sîgnifiration, et nous d^gnerobs par m la yariation 

éey dans l'hypothèse âx=o.JX suffira tionr, pour obtenir 

la variation cherchée de Fîntégrale | V</isr , d*ajoutcr 



au secuud.membre de réqualiou (9), dans iei^uel 



on remplacera oj par ta. 

On retombe ainsi sur 1â formule (10), comme cela de- 
vait être. On y ajonterait de même rexpression (j i), si V 
rcntciniail cxplicilemcut lis valeurs des variables aux 
limites. . ' , • 

487. n nous reste à examiner le cas oà la variable in- 
dépendante ne serait pas désignée , et ou la Couction sous 

le sigqe J^-^^^ renfermerait pas, par conséquent, des dé- 
rivées par rapport k x, jmais des différeuttelles prises par 
rapport à une variable arbitraire qui pleutre pas dans la 
question, et n^est nuUcinent désignée: Soit donc proposé 

de trouver^ / *U, en supposant • • 



Les limites jTf et Xt étant fixes ou variableB^ on a tou- 
jours, comme nous Tavons déntontré,^-' ' • 



et, pour une variable quelconque ?i 

.Cela posé, désignons par L, M,JN, P, ... les dérivées 
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^ fmitielles de U par rapport aux qoantiiéft x, ihr^ d*Xy 
rf*x, et par L', M', K', P', ... .ses dérWëiss partielles / 
t>ar* rapport à y, dy, d*yy . ^ . , on pourra expriiuM* 
<^U de la laâiriére suivante : • 

1! «'Si inutile de faire rcmarijurr <jue le- (1i\(M\s( s quanti lés • 
L, M,.. , jy, M',..., De sOJiL (lu mèuie ordre intinité- 
simal , et ([ue le second facteur de chaque terme rétablit 
r homogénéité, lutégrant les deux membres de cette équa-» 

-'tion^ et faisant sortir du signe J toutes les vanations des 

différentielles au moyen de Tiiitégratiou par parties, on \ 

obtient la valeur suivaule de (> | U: - 



(12) 



1 1 


M 




#* 1 




— rfP 










f . < . . • 


















— rfW 








• * • • 1 • • 






1 •• 
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■ 



'X, 



1 'dXL'— rfll'4-<i'N'— 



Si Ton avait, dans -U d'antres fonctions que jcet y, on 
«ajouterait des expressions semblable» à «hacmie celle» 
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qui se lapporlont à .x on > (iaiis (Ctle lormulc-. On agirait 
comme dans les cas pi é( < di iits si l' ici i fermai t.explicite- 
mout les. valeurs (ii;s N ariables aux il mites. • 

■ 

Détermination iies fondions incof miles. - 
* . . 

188. La l'iiulition pour (ju iiiu; iiitéiirale «iétinle soit 
maximum consiste en t e que, (juel(jue si-ne et (juelque 
t^randeur qu'on suppose aux variations iniiniment petiteai 
^x, dy, ozy. . ., la variation de cette intégrale soil con- 
stamment négative: la concfition du minimum' sera, au 
romraire, qae- cètte variation soit toujours positive; et,- 
dans les deux cas, elle doit être de signe constant. Il faul* 
donc que la partie de cMte variation où n*^ntreatt que les' 
premières puissances des quantités èx^ ^/v» soit nulle, 
et cçtfc condition çera commune aîi maximom et au mi*, 
*nimu)n. On reconnaîtra l'fiu de Tautre au «signe de' l*ên« 
-semble des -termes du second degré , signe qui devra d^ail^ 
Icufs être conat ant. 

\ous eonsidérerons le cas général où x,, x, sont va- 
riables, et nous sujiposoroiis Jes dérivées prises par rap- 
port à x, ce qui est toujours possible. Alors l'exprcssioii 

• " • • r'* ■ 

de la'.variatton dcTintégrale j V//x, en s^ bornant atix 

termes dur premtier pridré êt éa .supposant que Y ne reii<? 
-ferme qu^nne seule •Ê>iiction y, est donnée par U for^ 
mule (i o) . Il fâut donc égaler -à zéro le second 'membre-^., 
cette équation, pour avoir là coBditîoa nécessaire, tant 
pour le maximum que pour 1$ minimum de Piiitégrale. 

Mais la somme-des tenne&«n dehors du signe J* doii 

èirn nulle, el l inté^^ralf' doit l'être aussi sépamimenl ; vai, 
.sans ru'la, si l'on fix tii arbitrairement les variations in- 
cieperidauies relatives aux iimitea, il resterait cueore soi^s 
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. Ift êï^ne J*Ia fonction arbitraire oi», et cette intégrale dé- 
finie; ne saurait consci ver la màme. valeur, tjut'lle que fùl 
ccllo fonction; le second nitinbie de Itîiji^uatioii (ip) un 
serait donc pas constamment nul. ' 

, D^aineurseetteîntégr^le I l ~" ^ ^ + • • • ) 

ne peut pas être i|ulle, quelle qtie soit la /onction ^, à 

muius que la quanti lé qui la multiplie sous le si^uc 

soit nulle. En ell^t^ œ étant. indéterminé pour toutes les 
valeurs de entre jT} et , peut être toujours pris de 
même signe que le second facteur; tons les éléments de' 
-rintégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pour* 
rait être' nulle. H serait d'ailleurs indifférent que » fôt 
assujetti à certaines conditions pour les valeurs x, ou Xi , 
parce (^ue deux éléments ii ont aii( une miluence sur une. 
intégrale. On doit donc avoir l'équation suivante : 

Cette équation différentielle est générahîment de l'ordre 
271, puisque V renfermer "', et que, par eouséquciit , U 
peut lerenfcriu^er. Hrile est nécessaire, mais non suilisante, 



pour que 1 intégrale / \ dx 



soit maximum uu mini- 



mnm> Elle renfernid les (juanlités a-, > ,j '„ > ',...7 et fera 
connaître j . eu fonction de x et de 2/2 constantes arbi- 
traires. ' , • • ^ . . " , 

V Çmisidénms u^aînteu^tles lennm eu debM du 

dans l équalion (10), Si les variations relatives aux deux 
Hrailes sont indépendantes entre elles, la somme de ces 
termes.devra éirc luiU^.pour .chaque liiniie. 
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Si la (question établit des relations entre les variations 
relativisa lyic mùme limite, on s'en sert pour éliminer 
un nombre égal «le ces indélerniinées , puis on égale à 
zéroJes roefficienls de celles qni restent indépendantes; 
ces écjuations, jointes aux équations intégrales, serviront 
à déterminer les constantes, ainsi que les valeurs d&Xy 
relatives aux limites. 

189. S'il V avait plusieurs (onc li(»ns j , z , , . . , on sui- 
vrait la même marche. L'intégrale qui entre dans la va* 
TÎatioii devrait encore être nulle, indépendamment des 
termes int^rés. Elle renfermerait, comme nous l'avons 
.vu, pluèieurs fanctions 00, (o', . . . , dont les valeurs sont ^ 

Ces lonclions arbitraires seraient indépendantes, puisque 
dans chacune d'elles il s Iniroduil une nouvelle variation 
arbitraire. 11 faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient ehncune (1 elles lussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d équations différentielles. ^simultanées 
. qu'il y a de fonctions à déterminer. • . " . • 
Elles seraient de la forme - . ' ' . : - 



. ' - * 

M'^ — — -f- ~— — -— - -4- . . . = o. , 



(«4) 







d Q 


dx 




djc^ 








dif; 


* 


dx" 



M'jJN',... représentant, par rapport à ce qvie iil, ÎN,.,»' 
, représentent .par rapport à j^. V 

Les constautes se dé termineraient. encore pai^Iea conilî- 
tions relatives aux limites. 



190. Si les fonctions } , z étaient assujetties a satisfaire . • 
a une équation 1* (-^ z\=^ o, ici» variation» ùjc^ ^y\ àj> - 
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iivnÊcMATtOH. DIS liQVATioas' DïrntuiiTtBL|.is. ^6^- 
satisferaient à la suivaiUc : 

» 

On poui i aiL vn tirer cJr; t u Ioik lioli de 3.v. 3y\ el le 
substïtufi- dans 1 expiessioii de la varialion di' rinlégialc *, 
on aurait ainsi une fonction indétei^ninée de moins sous 

. 'le signe / »' et, par suite , une équation de raoins , qùi se- 
rait remplacée par F -s) = o. ' , . . . 
En effet, la quantité soùs le signe j* , qui doit être égalée 

à zéro, asi de la. forme ' 

A» + A V, . 

et Téquation (a) devient, en remplaçant et (^z par 
leurs valeurs, ' ' 

<£r dy *^ dz^ . . 

hc cof'iTicicnl de dx dans cette équation est au! , piùs-, 
qu'en 4ifférentiant réquation^(x,^9s) s o on trouve* 

■ * dV ,/F , . dF y . , "* 

' ' d:r. dr dz 

il roste dojic seulement 

•• ' • • 

TirujU de Jà 0/ l't le substituant dans I Cx pression. 
Aûi> ^ A'cr/) oui doit éU'e égalée à ^éro. on obvient 
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et cette quantité devant être mulie, <|iic:llo que soit la £nic- 
tion ou doii uécessaireim»it poser 

dF ' * . 

^ • . ■ ' ^ 

Ou aura ainsi entre j cl z les deux equaliouh 

rfF dF - • 

et 

d'où 1 OU pourra tirer^ et z eu ionciion d<î x. 

i9l. Autre espèce de condition» — Souvent', au lieu 
^d'aasajetûr .les valeurs dé x^y^ z à satisfaire à une équa- 
tion de' forme déterminée', on' demande qn*ntie certaine' 
iutégraïe définie conserve une valeur constante : on a alors 
ce que l'on appelle un maximum ou uu minunum relatif. 

Soit donc 1 \}dx=sa^ et pi oposons-nons de trouver 
le maûniuin ou le minimum de I \dx. Les vaiialions; 



«-'X, 



de ces deux inlégi alcs devront être nulles; et, en supposant 
d'abord les limites iixes, on arriviTa aux deux équations 



vudx:ss o: 



et la seconde devra être satîsEaitç quand on. y mettjra^ppur 
(ù une fonction quelconque satisfaisant' à. 1^' première; 
n et 1» sont déterminés par U et. V .au-m^yen d'u^e for- 
mule démontrée précédemibent; et o».désigiie encore. 
$y — yâx» «On .voit tout de suite qup cette condition .se* 



unÈùtiATio» OIS É^uATiOHs DmésBimsLLis. ' , ^67 
rait remplie si u et u ne dîfféraîmt quL> par tiii faT^teur 

toiiblant, el nous allous déinoiitrei que c.cla ne peut être 
autrement. 

- Posonti, av«c M. Cauchy, " 



■ # 



celle foiiclion o{x) ne sera issnjettie, cjï verlu de l erjua- 
lion (a), qu'à la condiliou (f[.r.,] = on a d ailleurs évl- 
djemment!p(xi) = o,mais^(j ) es i entièrement aibitraix'e 
«entre Xt et Xf On ^re îminiédiateiiieiit , 

m- ■ *" * • 

^ » ^ ♦ , ... 

* 

Sulratîtuanf cette valeur dans r.ëquatîon (ê) , on obtient 



J 



l*our y iutroduii-e , un lieu de ^'(.i-), la joncliuii (p (jt:) 
dont les conditions sont bien connues, intégrons par 

..parties; non» trouverons, en désignant par la dé« 



rîvéejde -»v 



prenant jr, et poar limites cbos intégrales, etobservaiTt 
que ^ ( j:) devient nnlle i ces limite», il vient 

:." r(ï)''w^=-rtw(.-)'-.. .... 



26». 

et; par conséquent, 



' , IIVMC IV. 



.Cette équation devant avoir lieu quel que soit^'(ar), oir • 
...en conclût nécessàîrçment {^-^ = o, ut, pai suiic, . . * 

' V * . . . ' - -. 

. U 5 

*• " . 

a dësipfnaiit une coDstaiite inronnue. ' * 

Telle est donc l'equailon (lifférenliollc qui déterminera ^ 
a Innehoi) V. Ouand sa valeur sera trouvée, et (jue les • 
eonstaiiies mtrc.diiites p;n rinléj;ration aiuonl étédéteît.V ' 
minées par les condi tioi^ des extrémité , ou la substituera. 

dans 1 equalion I \}dx = a, tpii fera connaître ja va- . 

l^ur de la constante a. ' * . 

'. V II est facile de voir que Ton arriverait au même résultat^ 

en cherchant lé maxinnim. absolu de / ' ( V — aU) dx^ 

^.et déterminant la constante « comme pous l'avons indi- ' 
qùé. On retombe ainsi .sur la rè^^é donnée àUiUiefoîs pat^ - 
Euîer: • ■ ' - l ^ 

\ Supposons actuellëmeiit que iesrllmî^sd:i,dCt ne sdie^^ ' 
.pas fixes; les équations (a) , (6). seront, remplacées. par 'r\ 

. leb deux suitantes : . • . 



t(/ et X désignant les termes en dehors du signe J qui 
deviennent et^. ^ là première limi^, .et .^t^.X» s'-^'^ 
seconde. . ■ 



• » . 



• • • . - . ■ ' 
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L'équation (tJ) devra èlre salislaile quand on niciira 
pcmr o) une foiu llon qiielronquc telle (pic Téqual'ioii (y) 
ail lieu, de quelque mauière que ce soit^ ainsi &) n'est 

assujetti quVi la cpuditîou que / utùdx soit égal à. 

— ^t; et il -faiit que Técpiatîon [ù) ait lieu pour toutes 
les valeurs de (o qui y satisferont : c^est là ce qui doit, dé* 
terminer la fonction inconnue y, 

u<»c£r=f (i;), ou aura 9(^1) sso, ' 

■ • 

et y en voria de inéquation (7)1 

• • • t 

et f (x) ne sera assujetti k auciine autre condition. 

Reportaut dans i équation (cî) pour u) sa valeur , 



u 

il vient 



. Pour.introdulrc au lieu de ^ (x) la fonction o (x\ dont les- 
conditions sont connues, intégrons par parties ;.rëqua-' 
- -don précédente deviendra , en, apnt égard aux valeurs de 

et comme 9 ( r) est tout à fait arbitraire entre afi et x«, îl 

laul (jue (Cite dernière inlép;rale soit nulle, ainsi que la 
partie restante du premier membre. On aura doncen< oro 



désignant une ponstante. Bemplacant ^^^ par «.dans 



la' première partie de réffualion (e) , oii aura 

Les constantes introduites pa#* l îmégralion se.dëtpnnine-^. 
ront par les conditions relatives aux extrémités > et laeon* 

(*« ' ■ 

On voil encore qu'on arriverait aux mêmes résultats 
èn cherchant le • maxîipuin.. ou le minimum absolu . de . 



r 



(V — «U) (IjCy ce étant une constaule iji^détermiDée.* 



On traiterait d'une manière analogue le cas où Ton 
aurait plusieurs fonctions uu onnnos, ou plusieurs inté- 
grales définies ayant des valeurs constantes. ' ' 

192. Gïnsidérons maintenant le cas où Tint^rale est. 

I U, U ne rcnlermaui que des dilitimi- 

tïclles prises par rapport à une variable arbitraire, La 
\ariaLi()n de celte uité^rale est dounco alors par la for- 
mule (12), et, parles mômes raisons que dans le pre- 
mier ca^, il faut égaler séparément à zéro la partie qui 

est déga^ du signe ' r et ceUe -qui se otmipose de toutes 

les intégrales, qui sont en nombre égal à- celui des va- 
riables jC, Z , . . . . 

Or les fonctions ^a;, ^j^, .c?z,. . • sont complétemeiil 
indépendantes les unes des autres; donc chaque intégralé 
doit être nulle ' séparément , ce qui conduit ans équations- 
suivantes:; • 



L — rfM -t-rf'N ^rf*P ^*..= o. 



i 

i t*' — rfM" .4- — rf» P " -f , , . si o, 



iVTKG&AlioTI tics BQUATIWIft bXPFKBfeKTtKLLES. * a^l 

On Ira^a liiiisi autant d'équations que (le 'Yariabl^i( x, j , 
et coixune Tune dVntiiet ellès' doit rester îndéter- 

minée, il est évident qu uiic de ces équalious doit i ciui « i 
dans les autres. Nous nous bornerons à cette reniai (jue, 
et nous ajouteroiib ((u'on trouve i< i un avantage que ne 
présentait pas le ( alcul du premier cas : ( est qu on pourra 
choisir le système d\'quations le plus avanlai:t'U\ , en 
laissant de côté 1 équation la moins simple» Quand on 
aura trouvé y, z,... eu fonction de Xy les constantes arin- 
■traûres Sutiioduiies par rin^gration se détermineront, 
«ommedaus le premier cas, ^ au mojéa de T^quation qui 
86 ràpporte«auxLlimites. . ^ • • 

. )93.. L'înt^gratiott des équations (16) devient plus sim- 
* {^e lorsque U ne contient pas x, on Tune des antres fonc- 
tions; car alors, le premier terme de Tune de ces équations 
étant nul, et tous les autres des dilVéreutielles exactes, 
on aura imniédialemcnl une intégrale première de celte 
équation. Si plusieurs de res variables .r, r,. • manquent 
à la fois dans U, un nombre égal des équations (16) sont 
iniégrabies. ► ' * • ' - " . • . 

. Les équations (i4) présentent U même sîmplifi- 
x»tioh quand jr on .s n'entrent pas dans* V ; mab , quand ■ 
X qtii manque, il faut faire quelques transforma-, 
ttons pour obtenir la simplification que nous ont oflTèrte 

immédiatement les équations. 

En elîel. en supposant, pour plus de simplicité, qn'il 
n'y ait tpi une seule foncliun inconnue j^, la condition du 
maximum ou du minimum sera ^ 

et Ton aura, en observant ^ue V ne renf<;rme pas 
^ =>M>'-i-iir''-f- py -h Qr'»*-h ...... ' 



27^.. wva» IV. 

Ristraiif^hant de cette équation la' précédente/ muiiipliée - 
par /, il vient • , * . . , 

Or il est facile de voir qae le second membre de cette 

éfjiiatîon est une dérivée exacte. 

• Pour cela, remarquons généralemcvit qtt*en désignant . 
par u et V des fonctions quelconques de nue expréssioii 
de la foitne . 

est une difiereniielie exacte quand n est pair, et . ' 

uff »».H- t>d"u 

en est une lorsque n est impair. Il en résultera que .'tons 

•les binômes qui forment le second membre de la dernière 

éiiiialion serdiil des dét i vét'S exacUis, vi que, par tonsé-' 
qiu'iit. on pourra iiilégrer les deux Dn iiibies de cette 
équaiioii ; ce ij^ui couduir^a à une équation, d uu. oSffcii'c 
moins ciové. ' , 

Supposons, par exemple, que V ne renferme que^,^j* 
et^^ La dernière équation devient 

d*on, en intégrant, ' ' ; ' 

éq&ation dn- troisième ordre, tandis que Téquation (a) 
était do quatrième. Si,. en même temps, V étàîl iodé- * 



'^pendant de jr, on aurait. IM =± o; Fd^itatioa (a) sensiït In-: 
t4grabl^> et donnerait 



... ' • . • ^ • N T- Cl*, 

En éliminant — enlre cei le é(juation et la précédeulc, 
on trouverait - 

■ 

G et C désirant deux constantés arbitraires. Cette équa- 
tion n*e8t plus que du sécoiid ordre. Âiusi, lorsque' V ne 
renferme que y, on peut obtenir une intégrale se- 
. conde de l'équation (a), et ra.iBefier le ealcid À Tintégra- 
• tion d*ûne équation^du deuxième ordre. 

Si V renfermait une seconde ïbuction z et tes dérivées 
y et s'', on obtiendrait de même • ♦ '. 

(i 7j V = N r' -h Py _ /.^ 4- N' 3' a' ^ 4- C. 



^as particulier oà Von ne considère ^ue les d^érfstntieUàs 
' » * * du premier ordre, 

i 95 . Applic^ns cette théorie au cas.sim^ où la fonc- 
. tion V renfermerait trois variables X^Jy^j et les' pre- 
mières dérivée^ seulepient de / ^t . - 
. L'int^ale proposée sera 



w ■ m m t 

0» ; " • . 

y 1** . $*il n'existe aucune équation générale entre jr, ^, z^^ 
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on fera. usage iU'i> cM^uations (i4)> ^ ^^""^ 



_==o, M-._ = o, 



en supposant toujours - . 

.Ces deux (équations simultanées, étant du second ordre, ^ 
donneront^ et ^ en fonction de jt et de quatré constanti^s 

arbitraires. . • • 

Sî les deux limites son^ indépendantes, on. aura pcftif * \ ' 

chat nue ■ ' * " • ^ 

(»9) . (V — Ny — NV)*«4-ÎW/H-M.'fc^o/ 

Sî pour Tune d't'lles il n'existe aucune condition, ux, 
dx éunt indépendants, leurs cocfllnenis doivent éuc 
nuls séparément, «ï qui donne trois équations eiitre lesj," * 

• yaieurs4c JS»y » relatives à celle limite. Si, au 
contraire, à celte même limite j devaient sàtisfaire • • 
à «ne équation donnée ^ {•^\f, ày «m^Ufttit. . -y^ - 

Élimiuant àz edtre cett« équation et (19) , il ne resterait 
plus que les indéterminécf^ dx, d^. dont on'égalerai t sépa- - ' 
rénient les coefficients à xér<l. Ou aurait donc ènoôre trois ' 

* équati(xns entre les valeurs de 2, 7^, «' relatives à* 
cette limite. On aiiirait de la même manière si Ton avait 
uiic seconde cMiualion. • * . . ^ • , . 

. Actuelleniont il est facile de déterminer les constantes ■ ; 
arbitraires introduites par Tinugration ; caries écjua- • . 
étions obtenues entre x, y, ^, et ces quatre constantes dc^ 
vanl être satisÊdtes par Xt^ r,» «if et par x,,/., il en ; 
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tntiaikttuim ras ÛQVMnlbm i>iFir^iiftinnBU.«8. " ^'iS ^ 

résultera. deux équations ponr cha((U(' limite. Ainsi, pour 
chacune d'elles, on auraciiK] cc|uaiioii.s outre les val«-iirs 
de Xy y y Zy qui s'y rapportent et les quatre eonslanles 5 on 
pourra donc déterminer ces coostautes et les valeui's de 
.r, /, iî, relatives aux lîuiites. 

a°. Si les variable* .r,j^, z sont tenues de satisfaire à 
juiàe équation F (x, r» z) = il faudra faire iisa|;e de la. 
formule (i 5), qui défilent ^ dans ce cas. 

Eliminait z moyen de l'équation F (a:, j, z) = o, on 
aura line équation 'dû second orctre éittre x ai y. En Tîn- 

légrant, on connaîtra r, et, par suite, z , en fonction de or 
" et de deux constantes ai bili aires. 

Les valeurs de a?,, y,, iî,, .Tj, Ts , se détermineront 
comme dans le cas précédent, en observant qu'clius doi- 
vent salislain; a Téquation F (x*, z) = o. On aura 
alors quatre équatiôns pour chaque limite. Les deux con- 
.staniçs arbitraires se^déduîront de ces équatioins, ainsi que 
les valeurs de x^jr, -z relatives aux limites. . !• ' . - 
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. CHAPITRE XXV. . 

A1»PrJGAT101f A TBOBLÈMEÇ PAETÎCnUERS. 



Ligne de hngtwur minimum. Considérons 
d'abord le cas où Ton ne donne pas de condilion généD^le ; 
cnlr^ les < ^ordonnées JC, j, z des divers points de cette* 
ligne, c'est-à'dire où elle n'est pas assujettie à ^ trouver 
sur une surface donnée. * * 
- L^intégrale qui doit être minimum çst 



- 



on a donc ... 

Les équations (iS) deviennent • . - 

' • rfH rfN' • ' ■• ■ • . • • 

N et N' sont donc constants , et , par suite , y' et z'» 
Soient ' • : * 

on en déduit ^ " * > . • ' * . 

Âinv y quelles que 'soient les conditions relatives aux éx- ' 
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.trémités^ on- trouvé; eouiine pu devJtît s^y àuendre > le& 
. équa tions d^une ligne cl roi iç. 

L'ëqnation (19), (|ui doit avoir Heu pourchafjue extre- 
-mi lé, devient • ' •* * 

Or il y a uois cas^ examiiier pour cloaque extréiulic. 
1^'. Si 1 extiéiuitç ^u^^, j Zi) est li\o, ou a 

• ^«,= 0, |j,= o,. ^s, = o;. 

* ' * ' ' ' • 

SCS ( oordonuées ^1 , aoQl données, ei les ( outilauUid 
.C, C\ d,.d' devronoaûsfaire aux deux coudiiioi» 

. ' jr, = Car, + 3i = C'x,-ir 

■ Si ceUe extrémité satisfait à une é(|C(adaii 

, . * *'(.t , «j=.o, . - 

ou aura 

. de tfy ^ ' ilz , 

* ■ * 

ÉHmiiiaTit ^2|#rntrc Téquaiion {19) et eelle-ci , puis éga- 
lant à z.éro les coerUclcuis Ue 0 X1 et 1, op obtient 

ou ^ . • • ' 

' flV r/F ^d? 

• ^ , . ' dz djs dj _,d.c * , 

' ■ ' ' ' 

é(iiiallonà dans^lcsquellis x, y y z sont reniplacés pur jCi, 
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Ces (Jeux équations seront.joinles à }* (jt'j,^!, Zi) = a, 
. cl aux deux suivantes i , / 

* Oir aura' aitiû 'cîuq ëquatiQni» cuire jr^^ ^i, i^; et les 
quatre constantes. <• 

i**. Si Ton donnait deux équations entrent, ^i, z^, on 
. arriverait de même a cinq c(|uatîonis entre elles et les^ 
constantes.' ' *^ 
•» Aiiisi , pour chat|n(î extrémité, soit libre , soil a-ssujetlie ^ ' 

• à une ou tleux conditions, on trouve toujours deux équa- 
tions enjie les eonstantos , ou direelemeiit , ou par 1 élimi- 
nation deXi, Donc.les quatre eonslanies pourioni 

• toujours être déleruiiiiée^ parlf^ coudltious relative^ aux 
deux limites^ ' 



41)7, L'é(|uation («) reiiternie une piopriélé j^éomé- 
• ri'i{{nc remarquable de lu ligne miiiimuni. EnelTeI,elle 
exprime (jue la diieclion qui fait , avec les axes, des angles 
dont les cosinus sont propoi lioiinels à fJ.v^ dy, dz', est 
; perpeiidieulaire à celle dont les cosious sont proporlion- 
itçl&k ôx^ âj^ax. u^où il résulte que -la taiigeQte à la 
ligne clierchée*, menée par rune.jjuclcouq^c de ses extré- 
niiiés , est pérpcndiculaii'e à toutes les direcUons' solvant 
lesquelles cette extrémité peut sè moitvoir.' Elle est donc' 
. normale a la courbé ou k U surface sur laquelle doit ires- 
:'. 1er oetle extrémité, si elle.nW^'iixe de position. * 

\ . 198. Supposons' maintenant que-ia H^e cherchée soit 
assujettie à se trpuvcr sur une* Surface jdottnée, ayant pour 
.équation-^ 



F(.t, 1, aj i^ Of 



y 



il faudra, dans ce cas^ satisiaiii^eà ^équation (âo), qùi se 



r 



' . bigitizeû'by ^'ùo^tc 
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'réduit à . . . • . . 

dz (Iz dy dx ' ~dz ' ds dy ds • 

■ 

•Cette é(juali(»n du sccoud ordre, jointe à la préccdi'uie', 
don liera y cl z en fonction de x et de deux coiislante.s 
arbitraires. 

L'équation (ij^) aura lieu pour chaque limite, et dé- 
montre encore que, si elles ne sont pas fixes, la courbe 
^ clicrcliée csl perpendiculair<; aux. courbes suivant les-' 
quelles elles peuveiU se mouvoir sur la surface donnée. 
Dans l'un et l'autre cas, les conslantcs se déterminent par 
les moyens déjà indiqués. . . . • 

: - • . - . . 

' jnn 1 ' • 'l'y ^'t' '''3 ^ . 
lyy. L equahon — ; = ~. — lait coniiailre une 

^ dz ds* dy ds^ 

' propriété remarc[iiable de la ligne minimum. En clTet, la 
droite qui joint un quelconque de ses points au centre de 
courbure fait, avec les axes, des. angles dont les cosinus sont 

' proportiônuds à -— -, -r^» lîl les cosinus relatifs a la 
/ * . ds"* -ds^ rt.v' 

, . i ^ . , , ./F </F dV 

normale a la surlace sont proporlioujiels a , ?-;-»—,-• 

' * dx dy dz 

Or r équation précédente donne « - * 

- . • 

• - . flf'r- d'z 

* dh\ dV 



dy dz . ' t - : • 

• • • • 

et il est facile de voir (jue ces rapports' sont aussi égaux à 
d -c • , • 



df 



: car la symétrie des données nJativement à j;, j , r 



280 * * M VUE IV. ' * 

moiilic qu cil diriqeaul aulieiiieiil le calcul, on aucait. * 
iFOuvé ce dernier rapport égal à ruii des deux autres. 

C'est, au reste, ce qu'on peut facilement vérifier. " ' 

En effet, les équations (6) dounent 

. • • , 

d'^ y fi'z d^y dy //'p dz d^x ' : . 1 

_ds* ^ ~d7 ds T/.v' ds (IF . ' ■ 
. 7/1-' ~dP ~dV dy f/F J3~~'77F' • • 

dy dt dy ds d% d& dm , 

comme nous Tavious auuoneé^ la direction de la normale - 
à fa surface se confond donc avec celle de la droite moiée 
; du même point air centre de rourbore de la lignj^ mini- 
. i&nml En d'autres, termes^ le plan oscillateur de ceiitté • 
courbe est constamment normal à la surface. 

. âOO. jiire de révolution mt'nimifm, — Proposons^nous' . 
de trouver la courbe plaue passant par-dçux points don- • ' 
nés, et qiii engendre une aire minimum» en toiirnant fia-- 

tour d'un axe AU situé dans son plan» - ^ 

* * » • ■ 

1 ^<ia^*H-' dy^ devra être mimmum 5 . 

i:i z II eiiLi ant pas sous le signe I , il est couvenablfe d'âp- . 

pliqner les équations {iS) ou (17) « En prenant les pre-' 
.mières, etobservant que LfNy P,. sontntds, on trou- , 
- Tera , eu désignant par c une cpnHante arlntraire, 



jVl=C, ou. ^ C i 



.d'où 1 on lire 



' ' bigiti^ed by GoOgle 



; 



.et, en intégrant, . ' 



2ÔI 



'* -"J» iî --*> ^' 



d*où 



Cl « 



i'-'i 



' équadoii'd'ime chaînette dont les branches infinies s*élè» 
vent an-dessns de Taxe des x, la' direction de la pesanteur 

étant supposée perpendiculaire à cet axe. 
' Les constantes c , c, se détermineront en exprimant que ,* 

1 équation est satisfaite par les coordonnées des points • \ 
' donnés. Si Ion considère le cas le plus simple, où les 
. ordonnées de ces points sont égales, .la courbe serasymé- • V */ :-v i 

trique par rapport^à la perpendiculaire à Taxe, menée ' ^*^iÊ 
^ à ^ale distance- de ces deuit points , et que nous pren- ^ ' . 
• drons pour àxe desjr. Soient tf*et — a leurs abscisses res- - 
- peçtim, et^ leur ordonnée; on aarad*aboïdct = o pour ^ri; 

que rétpiatioii nè change pas quand ou remplace a: par ; ''^' A- / 



•■/■■ 



^ Ton pose 2 ss ii, ito a ^ == ^ (è-H-e-**) , et l'on con- . '.^ / . 



ee qui détermine c. 



nsitra u par rintcrsection de la droite /r= — et de la . 
chainettc jc =r (e* -h e"*") $ là valeur de c s'eusuÎTra. "^"^ * ^ 



'SOI. u n'est pas toujours possible de, sMisfaire à Té-/^ 
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2* <î»-l-<r" 



; . - £n effet, le second membre est inGiii pour usso'el 
i u = 00 ; dans Fintervàlle, il reste fini et positif: SI a'doD<^ ' 

, ^ lin minimum, et le problème serait im^>osâiblc si ^ était 

1 h 

y moindre. Cherchons donc, la valeur de — rel^ivc à ce " ' 

a 

minin^u^ : il y aura une seule solution si l'on donufi v 

4%al à cette valeur; deux, s il est plus grand ; et aucune',. • 

• s'il- est plus petit. • ' . * 

' . .La valem' de u relative à ce minimum satisfait à 
' ■ * - ■ ■ v 



Si l'on éliniiuail u ciilro celle équation el la précédenle , 
^ on. aurait 1 éi^uajùun t^ui doit déterminer la plus pcitle 

valeur que - puisse «voir pour que lé proU^iie splt 'pos^ 

siblc*. , ' . ■ . 

. $i Ton observe qu!*oa a identiquement. ... 

la dernière équation peut se illettré sous la l'orme 



J OÙ résulte 



et,pajr«ùite,. 



a V ■ • o • 



0 * 



1 * 



Coog 



• • ■ 

« 

• INTÉCHATION DES K^U^TIONS UIFFÉBENTIELLKS. . SSS 

" Oi . 

, » ^ ■ \ 1.3.3 t. 3. ...5 / 

Si Ton néglige ^ dans le second membre, il devient trop 

- petit ^ ainsi on a . ' ' 

• ' • •■ • . . . 



• « 



ri 



La réciproque de cette valeur est donc plus grando quu - . 

^ ; et si on' la substitue- dans isecond membre , il de- 

■ . ' ■ ' ' - b 

vient trop grand et donne une lii^ite supérieure de 

n en-Jrésulte uneValeur trpp grantle.pour ? ; et, en conli- 
nuant ainsi f ron aura une série de valeurs, alternative- % ■ 

b 

Uient plus grandes et pli^s petites que. -9 et qui s'en rap- 
prOcbeiont indéfiniment. On tl^uvera ainsi 

• • • 

b ' 

IL faut donc que le rapport - soit au moins égal k 

' ' ' . * ' 

1,19967 poii^ qu'il y ait une courbe qui erigendn; une. 

. aire minimum $ et Toq concevra la possibilité qu'il n'en' 

existe pas, ai Von observe ipic,' lorsque la courbe cônperli * - 

Taxe^ les o^onnées deyiêndroBt négatives, et rint^rale' 

décroîtra indéfimmeut.- • . * 



ê 



/ • 

f 



. \ 
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. Si l'on & '9'99^7> ^ deux solution»; mais ^les 

m.' peuvent donner deux niininia, car il devrait y avoir 
iHi luaxitnuiii intermédiaire , ee qui exii;(Mail (rois solu- 
tions. Elles ne pcmvi nt non plus donner deux niaxima^ 
elles donueut douc un maximuin et un minimum. L'iu^ 
tégrale diminuant jusqu'à Tinfinî nëga^f, on voit qne le 
maximum correspondra à la chaînette qui aura son soni^* 
met le plùSvbas, et le minimum à celle donjt le sommet 
sera le pins élevé.' Cette dernière correspond è la plus - 

' grande dc(^ deux valeurs de c, puisque Féquation de la 

^courbe est/ 



-et il 11 eu i'aisafiL x =0, ou trouve ç pour ordonnée du 

sommet. . • . • . .* ... 

' • ■ ' . . • - .... 

203. Maxùntfm de (aire de QourbeÉ isQpérànètres* — . • 

Supposons que les- extrémités de la courbe soient .doi^- • 

nées,* et aient pour coordonnées et Xt,jt ^ Tinté- ' 

jgrale ipi'il faù^ rendre maximum est*' 1 ydxy et pQitiy 

doit avoir, en désignant par l la longi^r donnée de la 
.courbe, . ' 

On posera,. d'api'ès la<règle du:. maximum relatif; 

. , ' ' ' ' ' ' ■ 

je- u'eutrant pas sbus^le sîj^Mie 1 1 on ap[ili«|iiera Féqua-- 



. ** iwrietLâXÊaà Di^ iquATiipRs miwtmmuM, . 285 ; 

lion (17), cl Ton trouvera \ ' , , i . 

r « 

^ , • V^i H- 

ou . 

d'où . 

c et c' dësignaut deujc constantes arbitraires. La coai4)e est 
^nc un arc de cercle; et il reste à trouver les constantes 
a, c, </. On exprîifiera d'abord qu'il, passe par les deux 
points eictrémes donnés M, N {fig* ce qui donneri 

— — 2c(«t — «a) -i-J^Î — — 2C' (^', — J,) = O, 
' ' ' . • " ' - * . 

équation qui exprime que le centre se trouve- sur la per-: 
pendicutaire élevée sur le inilieu 'dd la droite qui joint 

les eMrémilés.' ' * ' 

Soit (l la longueur donuée de cette dioite, ou aura 

• • . / 

'. ► • r/ ;p 2 ac sio — » 

a«' 

équatiou qui ([('termine a ; c et c s'ensuiviont , et I on 
trouvera deu\ cercles dont les, centres O, C seroul symé^ 
triques par rapport à la corde donnée. L'un se rapportera 
au maximum, Tautre au nÙDimuro : en ries deux aires 
-sont respcciîvcmeni égales âu trapè/.c xMPQiN, augmenté' 
ou dimiuué de la même quantité MRN ; donc, si.runo- est 
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niaicimiim, Tantre est minimum. On en conclot encôae' 
<|ue cette surface MRN en^aximnmv et si la question a 
pour objet Taire comprise entrelà coide donnée et Tare, 
elle n*est susceptible que â*un maximum^ et il est d^r> ' 

miné par l'arc cercle dont la corde et ]a longueur sont 

cunnues. . * ' - 

Si la graiidcuir de J arc vl la din ciioii des axes élaient 

telles (|ue le segment MRN fût coupé jiar les ordonnées 

extrêmes, telle dcriiière proposition n'eu sei ait pa.-. moins 

vraie : car, si l'on su[>pnse la courbe déterminée, on peut 

j tracer d'une iniitiité de manières une coitie t(;lle q[ue,* 

pour un système d'axes convenable» on rentre dans le oa» 

précédent. Or, Taire totale étant maximum, ce segment 

le sera de même eb laissant son périmètre constant; donc. 

il est terminé par un arc de'cerde : ce qui ne saurait ^tre 

pour tomtes tes cordes. q^^>n peut ainsi concevoir, si la. 

. courbe entière n'est pas un £rc de cercle.wSi les deux points 

M et N se confondent, on a le cas d'une courbe fermée, et 

.l'on voit qu'elle doit former uu cercle entier. ; 

■ » » .. 

â03. Mfuwnum de la surface engendré» par la ré^ 
ii'on de courbe^ isopérimètres. -—.11 faut^ dans ce cas, que 

r*y<ix H-/'- soit maximum, en même teaips que 



r/x V I + y '^' = ^) on devra donc poser 



ou 



• Le calcul sera le même que dans je cia^ déjà U ailé où 
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l'on ne doiiiK* pas la longueur (Je la courbe. Seulement 
-f- « est substiiuc kj\ On trouvera donc * 

La cbnrbc est encore une chainette. Les -trois constantes, 
Uj c. Ci, se détermineront en exprinrant qiie la conrbe 
passe par les deux points donnés, et que sa longueur 
est /. ' • ' . . • • • ■ ' • 

204. On démontre en étatique cpie la cbalnette est, de 
toutes \es' courbes isopérîmètres, celle dont le centre de 
graviuS est le plus bas possible. En' admettant*cette pro- 
priété, on aurait pu conclure que la courbe <|ui engendre 
l'aire minimum est une cliainctti" dont la convoxilé est 
tournée vers Taxe, et (jue celle qui engendre 1 aire niaxi- 
nnmi estcvlle qu'on obtiendrait on supposant Factioa de 
la pesanteur dirigée eu sens çouii aire. 

- ' Solifie mniinum engendrépar' la réw>lution de 
. courbes isopérim^ïres: — Sok / la lon^eur d'une conrbe 

qui passe par deux points donnés, vi journe autour d'un 
axe situé dans sou plan j le solide eugendré aura pour ex- 
pression I - * ny* dx, Âiiiai / dx devra être minimum, 

avec la conditibn 

' * - ' " • . 

On devra donc poser 

etla'Cqndîtioif du miniinum ^ra? *^ appliquant la for- 



a8B uvM 
'imiie(i7)} 



. «y» 



ou 



d'où Ton lire - ■ T - 

Celte équation est cêlîe de la courbe' nommée élastique, 

(jui représente la figure d'un ressort en éqnîlibre sOus l'ac- 
tion de certaines fortes. On ne peut l'intégrer que par 
série. Les deux constantes a et c, ainsi que celle qu'intro- 
duirait rintégratiou, se détermineraient en exprimant 
que la courbe passe par les deux points donnés, et que .sa 
longueur est /. . ; , ' / 

206. BracJiùtochrofie. — On nomme ainsi la courbe 
Ijue doit suivre uii corps pesant, pour descendre d'un 
point à uii autre dans le moindre temps possible^ .£u dési- 
gnant par ^la pesanteur, on n , . ' - > . 



en désignaiu par x les ordonnées comptées verticalement, 
en sens inverse de la pesanteur, eipar j^i celle du ^int le 
plus élevé.. Ou tire de, là . ' ' '*," 



1 . ds ' 



Il * ' 

«t, poàr satisfàire à -la condition donnée^ il faudra' qHé 
[ - — ^ soit minimnm , ou .que l^intégraie 



* 



s 
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. .. 



soit niaximupij ce qui. 



négative J <*x^ — x —'X "~ 
donne tl^abord les équ^itions ' 



»> 



Cette équation monii e quo la < oiirbp est comprise dans 
un plan vertical. Prenons ce plan pour plan des a* et y\ il ' 

- est connti, puiequ'il ren&nn^ les deoiE points dcMiiiés,. On.' 

e aalors J8 3=0, etîlne resleqOerécpiation 



» 4» 

.y 



se» d*où dy 



Si, l'on change Xi — a: en x, cette équation devient 



\Gequi s'intégrera facilement. . * ' • ' 

Cette courbe est une cycloïde dont nous allor.s cecou- - 

nailie la position. * • ' ' - ' * 

; B et C (//g. 6) étant les deux points donnés, la trans- 
.*~ formation que nous avons faite revient à prendre l'ori- 
gine en B, et Taxe des .r dans la direction de la pesan- 
• * teur. Dans ce système d'axes , une cycloïde dont la base 
serait BY. et yorigineen B» aurait pour équation diû)^. 
nentielle 

» • \ 



a étant le rayon du cc|^cle générateur. 



• i 



II. 



•9 



* 
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'mm » 

La courbe cherchée esl donc une cycloitUe dont la base* ^ 

«ési BY, le diamètre dii cercle générateur -9 et dont ji'ûué ' . ' 
**•*.'•'*■' • . , ^< ' ■ - . ^ 

. . ^ des extrémités de la base e&t B. ' . ' 

1 . Lâ constante c se* déterminera en exprînuint que 1*4* . / . - ' 
, qiutîon finie de la cycloldees^ satisfaite par les cQordpii^ ■ .' ' ^ ' 
nées du point C. ' , ' > . . : - 

» 4 ' • . ^ ■ * • " 

Wl. Supposons maintenant que les deux 3K>îiils «s- , *. 
trèmes^ an lieu d'être £xes, '.soient assujettis à se trouver' • 

- • sur des coui4)es données. On parviendrait, comine dans le , / 

■ 

.premier c^s, à 1 ëqualion^ = -j 2 qui prouve que la ^ ' ' 

;courbe est encore située dans un plan vertii;al.-Ce.plan est- *^ . ^ 
/; . ii^connu, mais Téquation de la courlie, rapportée. i ^es ^. . ' ' 
'axes pris dans ce plan; n'en aurait jws moins la (orme ' 

• ' (kîjà trouvée; d'où l'on conclut que relie courbe esl u m; ' - 
cycloïde rlonl la base esl liori/.oiilalo el dont l'origine est 

- ■ . <ni point de départ. Tout se réduit à trouver les eooidon- 
.• liées des deux points extrêmes el le rayon du cercle j^éiié- 

^ I aicur. JLes deux limites étant indépendantes .l'une de ^ 

r autre, oii devi» avoir, pour )a prëmièce') TéquatioB ; * ^ 

- ..... 

.1 ]>ans le èas actuel ) on a 



s' 



Vx, — JTVJ -4-./ ''-4- V 



9 
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L'^iûiUoik (a)tieviendradoac. ' 
L'rDté^atkm par'partîes donne 

.11 faut, dàni eeit€ dernière quantité , 8ubicitu,er à x suc* 
çesflivemènt Xt^Xt^ et .reCranclKer le second résultat du 
premier. Poup éviter 'la difficulté "relaâye au facteur 

ar) - , qm devient infini-,' nous prendjtons d*abord 
une Ktnite différente Xfj 01- nous opérerons les ré^" 
dnctioàs; puis nous j^asserons à la limite.;^. Les: trois 
termes y — ç)r'^«'«', rélatifii à. celte limite qui tend 
vers Xi , seront détruits identi^uemeiii, ét.îl rester» en^ 
iiii récjuation* * . * ' • , ' 

En- substituant les. valeurd de V <;> n'^ on 4rouve. 



29* ' tWBB 

et 1 cH^ualioii (^) dtvieul 

exprime que /e dernier clément de la eoùrb&chet- * 
ehéû est perpendiculaire à la direction de la tangeritt à ■ 
.la première courbe donnée, au point de dépari. 
L'équation, relative à la seconde limite est 

« • ' • ■ * • 

OU ' . " ' . . - ' . 

Ce qui montre que le dernier élément- de lacy'c/oïdc est^ 
perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don-^ 
née ^ au point d arrivée. 

; . Ces dîveraés oomdiMona déteramnepl la cycloïde dont 
le premier élément es| toujowrs vertical,. et la^base ho* 
lisontale. 

Si- les denx courbes étalon t dans un mème'plan verti* 
cil , les proprîétés^qne nous venons de démontrer prouve-. . 
raient que les tatigentes aux courbes données, aux points' 
de départ ta d'arrivée, sont parallclcs entre elles. - ^ 
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: ' CHAPITRE XXVI. 

CALCUL ÔfS DIFFÉEEMCfil FINIES. 



. 206. On appelle diâ^Srenced^tttie vaiisuile, raccroisae* 
meiit fini qu'elle reçoit. Les différences des fonctions sont 

déterminées par celles des variables dont elles dépendent : 
on les désigne toutes iudislinclement par la caiactéris- 
ti(|ue A. 

La diliércncc entre les deux valeurs que prend une 
fonction quand la variable dont elle dépend pi*eud deux 
valeurs successives,- se nomme la diÛerence première de 
cette fonction. Cette diiîërence est, en général^ une fonc* 
.tion de la même variable 5 £t sa diifiérence première, cor-^ 
mpon^^nte à un. nouvel accroissement ^al de cette va- 
riable, se nomme la différence seconde de la fonction. La ' 
' di£G$rence de ladiffiSi^liCe seconde est' la diifêrence troi- 
sième de la Ibncdôn; et ainsi de suite. Si Ton désigne par - 
u cette fonction > ses différences successives sont représen- 
tées par , ■ - , , ■ ' ' , •* . . 

209. Supposons généralement que la différence 
'soit une fonction déterminée /(^)« soient ' . 

» ^ Sf »C| , J^ij Xj. • • . f -^m—i t '^mt etc. , 

les valenrs successives qui «m'résultent pîbor la variable x; 
de telle sorte que l'on, ait ... 

. . *«»E4î,.-i-hA*^,,' ' 

ët^uaiious qui |)uuiTout encore s'écrire de la manière sai* 
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vaille : ■ ' * ••'♦,» 

' x, es .r -f- àx, , 

— ' , - » 



Toutes ces expressions peuvent èlie considérées comme ' 
dépendant uiii([ucment de la première valeur arbitraire x\ 
car étant uue fonction de x, x* ou a; -4- Aj: Test dé * 
même. ùk'iCi ou /(arj) estdoflic aussi fonction àex seale-» 
menl, et par suite aussi Xi, qui est égal à x-^ /\r -HÛOff. . 
. De âiènae, ^x%o\kf(x%) sera fonction de :r seulement^ çt. 
par suite aussi x% \ et ainsi des autres ihdéiînî ment. . 

• Il est encore utile d'observer que chacune' de. ces ya- - 
^ leurs successives peut se former de la précédente, en f 

- changeant x 'en jp4- At. En cfTet, supposons qu*ilea ' 
soit ainsi jus([u'à x,„_i inclusivement, et changeons x eh ' 
x-l- Ax dans : son premier lermc X devient a: -f-ûarj 
son second terme A.r devient \ son troisième de- 
vient ùix» , et enfin son dernier devient Aa:,„_i ; par con- 
séquent, x^ t se trouvera changé en La proposition 
est donc générale,' puisqu'elle est vraie pour X|. Si «lain- 

' tenant on considère uhe fonction quelconque m =^;^(x)» < 

et <iûè Ton désigne pai* V ' - 

* ■ • ■' ■ ■ . 

les valeurs eoirraspondantes kx^.Xi^'. oCm» chacune de 
ces valeurs successir^es dé Uipottrra $tre considérée isomm^e 
. fonaibn dé jp-ioulement,, et se déduira de .la. préçédènte ' • 
en y clungea&l.'X en x H- ^x ; car, puisq\ic Ton a Igéu^- 
raiement , 

^ ^ • y (.r„_,;, r=ç(.r.; , 

• ' »•',»« , . - t . . » • 

». ' ■ 

• '■. • ^ 

* ■ il • . -t 

' • .VJ 

* , ' . , • . . • .. ' • • 
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lAT&CBATlOR DK& £Qt}AT10:(9 DlFFÉB£NTi£LL]i8. ^S'^ 

^ JT^ ne dépend que tic .•r, et s^obliciit en rhaiigeant - 
^ .r en a*-f- Axtlans '/„. siM a aussi foncUon dv. x seul, 

et se déduit-^ «jvjdemmeiit de par ^^ce mèm^. çbaijge- 

' ■•" • • ■ ' . • ■ 

' 2^0. D'après la déliiiiiion f[ue nous avons donnée des 
difféii'iK t's successives , la seconde diltci eiiec A* « sera • 
raccroissenient (jue [ni ndi a Au cpiand on y clianijera X 

' ieii a: H- Aa; ; Ja lioisième différence A^u sera Taccroisse- 

. 'nici^t de A' u résuliaut du même accroi'ssemenl Ax que : 
ron y fera sabii- à x \ et ainsi de.saite. ■ . • 
: De même, Auf éunitraoeroÎB'seiiteiit Je i/i relatif à l'ao 

'-cnnfisemeiit A;ri donné à Xu AfUi sera raccroissenient cb 
Ati| .quand on y fera croître Xt dé Ajti ; et de même pour 

. les diff<éreBces suivantes* On voit4on( (lue les différences 
successives de iit seront les m£mes fonctions de Xi ({xie 
celles de « le sont' de et il en sera de même pour les 
différences de u^^ f/,,. . ., //,„. ete. I) résulte de là que 
loult^s les (liffércni es de //,„ s'nldieinli aieiit en chaiigeaiil 
x„^_x eu x,„ dans les diffcrciK rs co; i esporidaïUos de >/ .:^i ; 

' et, comme on a vu que te chaugeiuenl s Opère en subsli- 
luant x Ax kx lorsque l ou considère eommo 
exprimé en fonction de il s'ensuit quc.les différences 

' (Tufi ipème ordre quelconque jdes quantités ' ■ . 

sedédui^t chacune de.lflf précédente, en y changeante 

•' en X -V- Ax. On ohscrvera encoi*cque, pour obtenir A"tr^^ 
eVst-à-(llie raccroisscuirnt de A"~'//^, <!ans lequcd ou 
change .r^, en .î',, -f- A.r^,. il snllit de pi ( ndre rr.ccroisse- 

, nient (jue prend A"~' //^, considéré comme ioucliun de X, 
dans lequel on cl langera .r en a.' -f- A. r. ' ' ' ■ . 

' (!les. propriétés appani» uneni îMix (lifféreuces Micces- 
siycs de Xj con^iyic à ^cJ les. do la fonction quelconque tt , * 



-y: 



Ar*-*u = a,HM — A. 1 a„ -+- A, 



• 1 

" La loi des indices de ii'est dobc Is.mème pour ieette 
diifiSreiice, et tes coefficients sé ibcment de ceair dê'la pré- 
cédente, en ajoutant, én valeur absolue, chacun d^eux à 
celui qui le prcrèdf : donc, si, pour une différence, ces 
coctlicieuts sout ceux de la pui$saupe du mcmcuxtire d*uu 



214 . U est facile d^eiprimer la diff4Si«iice/V"ii en moy^ ' 
desm-f- f valeurs fi, Ut, Um- 

En efict, on a d*àbord < ■ 

Pour obtenir A* m, il dut, dans Texpression de Au, chan-. . . :] 

gei X eu X -h Ax, et prendre l'accroissement résultant. 
Cette sub.stituliou changeant respectivement Ui et u en Us 
cl UtL on trouvera • ' • * . 

De ménic sera l'at croissement de l'expression de ' • 

A' a, daD« laquelle ou changera x en x-^ Ax, et |on " 
aura . ' 

« 

• . .* - »••• 

*' > ' 

On \oil jusqu ici que le.s indices dv u décroissent d'une 
unité, depuis 1 ordre de la dilïércnce jus({u à zéro - i[ue les 
coellieicnls sont alteniaiivcrnenl jiositifs cl négatifs, et ' 
souL éj^aux à « eux de la puis.s.ince de même ordre d un ' 
binôme. Or, la manièie dont on passe d^uue différence à 
la suîvante< prouve cpie cette loi est générale. 
En effc*t, si Ton a • 

. ..... 

. ^ A"i*= u,. — A,tt„_, + A,M,_, — . . . 

la diifêrence snivante sera - ' * , . 



. " ■ - * *. 
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binôme, tel que a — S, ils seront soumis à la même loi 
pour la différent suivante. Donc cette loi est générale^ 
puisqu'elle a été i tïconnue pour" la seconde di£férence, 
X)ii .a dûi4C, quel que soit m, . ■ ^ . . 

/Y A» m(m — i) . 

• .• , - I .a 

le dernier tenÂe «era positif si mestpâir, ei négatif dw 
le.ca9 contraire. « , ^ 

212. Réciproquement, on peut exprimer au moyen 
de u e^ des m différences Au, A^u,,. A^u, En etfei, 

on a , , . t . - 
" . ■ • . » '* ^ . — . - 

et comme on a, en générf^l, . ^ • ... 

on voit gue , si Ton a . , . ' . 



on aura 



AÂ+À, 
• -fc-A, 



A^- 



Donc, si les coefficients des termes de u„_i ^ont ceux dii, 
développement «Je (a + 6)"-% les coefficients des termes 
de z<„ seront «eu» de -H g)" : quant aux indices des' 
difTércuces , ils croltrom de même .depuis p jusqu'i n. 
Or ces lois om lien pour Uf^ donc elles sont g^éralea, 
et Ton 'a * . 

(a) + mAit+. ^ ' 



J .2 



A*» -H ... 4- A*».* 



Uanalogie'eiiu^ les seconds membres des ^équation^ (il 




-1 .y^ 



29Ô 11V«* IT. * ' 

et (2), fl (lévoIoppcïTKMit de la })uissamx' m d'un bi- 
I^;* ^^i^""' iiônic, permet de les remplacer par les équations pyiM- 
rf ^ . boliques très-simples - , * 

dans lesquelles il . faut entendre que les exposants dus- 
puissances de fi et $oat remplacés par des<^udiees. * 

21^{. Dijjé.vcnliat 'u)n des fondions . — - l..t (lilVcrenre 
première d'une Ioik lion 11 = 1' (^) 1' A,r) — F(.r). 
Voyous ( e que deviennent et tte dillérenic et ( elle des or- 
dres sui\aiils, quand on prend pour F (j ) les fonctions 
simples Xmf.a^, 1oga:,sioaa;y ces ao:, M que l'on supT . 
pose A constant. * . , / 

J Soit d'abord 11 s Aaf ; m étant positif, aura : 

m {m — 1 ) 



i:^J, 



1 .2 



« * 

La première diiTérencê d'un monôme est donc d'un 
degré moindre d^une 'unité; et il 'en est dé mûmè d*tm/ J ' 
polynôme quel conque , puisque la différence d une sommc^ • 
est la somme dés diiférences. • • 

II résulte de là que la dîtférenco <iWn polynôme 
entier du degré m est indépendante àè Soii, par 
exciuple, , - . ■ • 

Ur=^Xxf".-¥ A, j:^' Ht ... h- A«i ' ' . . 

ppur'la trouveir, il-auffira, dans chaque diÛerecice succes- 
sive, de considérer le terme du degré le plus élevé ï caf -» 

les termes fournis par les antres disparf-aî trou t, au plus - . 

lard, à la dernière dilléreiiliation ; donc ils ne change- 
ront en rien h; résultai. Il n'est donc nécessaire de cal- 
euler que la didéreiiee m""'"' de Aa'"'. ' * " . 
. 5a première ditiérence a, pour premier terme, 



V ■- - A 
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et'ilous né?; li gérons tous les suivant» dont !e âc^ré est 
moindre. J.a dilïcrciRii de ce prcuiici ici me , dans lequel 
nous supposons Aj; cousunt, a, poi^r premier terme » 

. Aï» («I — Ax», 

et nous négligerons encore les suivants. 

' Eq cojaiitiuaut ainsi , i'qn arrive évidemmeot à 

A"»» Amolli 1} (r/i — 2) . , . a, 1 Ajt". ' 

La ditférencc m''"' étant constante, quel que soit x, les 
cUiréreiices'4'oixlres plus élev^ seront nulles. 

2! i. Si l'on considère I(î produit do n facteurs, eiois- 

saut par degrés égaux à Ax, - ' 

*■ . • 

«ss « (x 4: Ax) (x a Ax) . {x -H {ji — i).A*] » • 

ou trouvera immédiatement *. " • - 

• A B = (x + Ax) -4- 2 Ax) . . . [x 4-(m— i) ^ tAx, 
^. A*m:=^(x -h 9 Ax) . . . [x H- (« — i) \x]n {/i — 1} \ 

^'u—nln — i) ... 2. 1 Ajr". 

*• * . , ' • • . 

toatés les différences suivantes sont nulles. 
. Si l'on avait' ' ' ' , ' ■ \ 

• ' 4v t • . • 

• 1^ . Il ^111 I I -il I. n ^ I ■■ - f •■ 

• xj[x "4- Ax) . . .. [x 4- (« i).Aj:} : 

. on trouverait ' ' ' *. 

— «Ax • 

Au 



^ x(x4-Ax) .(xH-«Ax) . 

. • •• xfx-4- Ax) . . .[x,-t^(AH- l)Ax] 

'.. ' \ , — « (// -i- -h î».) Ax» - ' 

• X (x 4- Ax) . . . [x 4- (// -h 2) Ax^ ' 

' fti ainsi de suite ind^litriment. ; ' 
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215. La formule générale (i) devienl, dans le cas .de 

♦ * ' r ' ' 

. . • * * ■ . 

if • \ ^ ' (jf-h(iw-a)A«]r. . .=piii(«H-A*)?±4f. 

i • ^ ■ • _ • 

fît =! w , le second membre est égal à i . 'i . 3. . . . , ^ Ax", 
*V • j quel que soit jT, Si, dans ce cas, ou l'ait a: = o, ,on 
. ^ A)l>tienL , c[uel que soit le nombre entier n , ■< 

n(n — n, 

„• _ ly 4- . > ^ J («.^a/— . . .qp:»=: i .2.3. . . «. 
Si i. on a.m >► /* , A " u est nul , et l'on a , en faisant.x ^ - 

Ces deux formules remarquables soAt utiles, dans 
théorie des nombres. 

21 V. Soit maint,euaul 
- ' ' • ' ' • . . \ • ■ • 



on aura 



douç 



217. .Soit :•. . . 

. on aura 

» ♦ ' ■* • 

• s • .■■ ■ 



Ajc\ 



* - . -•* 
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218. Soit ' . ; ' ' * • 

K==:8in(«jrH- i), 

<m trouver^ . 



/' ûàx ,\ 
■ C08 I tfX H ^ +. ^ 1 



2 

-Si II = eus (ao: -h ^) , on aura 

^ , A» s; coê(0x -f- <r + ^) — co$f im? -h 

s:*^dS|n- — Mn(<Mf-f»-- — •-♦-«»)• 

•'•.' -2 V 9 / 

• ♦ . • . * ■* • 

Ail moyéa ât ees deux formules , on obtiendra 
et, en général, ' , 

Ib6 siipes supérieufsdefant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand n est impair. 
On ferait un calcul semblable pour-cosaxc.^ 

La difilérencc m'''"' Ù!" u peut s^expnmer génërà- 
' lement au moyen des dérivées de u. On peut aussi la r«e« 
présenter par une formule symbc^ique t'rés^sîmplei 
Çfer a d'abord • - . 

du d*m'Aa:^ 

iw» i,a * - 

Si lion change ii en ^<i, on aura A'4i, et il est faiilc de 
voir qu^aùcuu terme ne renfenpera une dérivée d ordre 
inierieuir au. second* En^ oontionant ^nsi , on reconnaît 
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qup Ù!**n sera de la forme suivante : ' » . 

" ■ ■ * • »• . . 

• .SK* ^/m„ u . : . 

« * * • • • 

les roefûrienls A , A,,. . . étant imlépendanls de la forme 
de la fonction //. . - • ; ♦ ..».-. -y 
\, Pour les déterminer, posons u = e', l'équaliou devien- 
dra , en supprimant le fadeur c', ... • • » 



(c^'— 1)'"= Aû.r'"-h Ai Ax-'+'-l-. . .; 



ci ^ comme Aar est indéterminé, les coefficients des mêmes ' 
puissances devront être égaux dans les deux membres^ 
on connaîtra donc A , Ai,. ... . • ' •' " 

La valeur de A"'iz peut se représenter par une formule 
symbolique, en observant que le second membre de la 
dernière équation se cbangerait dans la valeur de ùi!"ii %\ 

J*on substituait ^^£^x à Ax, et que, dans les puissances 

de — j l'exposant du numérateur fût changé en indice de 
dx 

(liffiTeutiation. On aura doue, daus ce sens. - 
♦ . • - - . , ■ . , 

(du N"' 



On remarquera aussi que si A"'u doit être nulle, quc^s 
que soient x et A.r, il faut que les coefficients de toutes 

* . ' . . . d"' u 

les puissances de Ax soient nuls j ce qui exige -r-^^ = o, 

- — — == o, etc., quel que soit jc: donc ïi est 'nécessaire- 
meut une fonction entière du degré m — i . . - ' « •* 
220. Lorsqu'on sait trouver la diiïércnce dedeuxfonc- 



• » . • 



✓ — 



.*V ' ' * . ■ . . - • • • . . • • • 

• * 4-»* 

. * • - , ■ " , . • 

• •„ • . • • •• . . • - • •• * * 

. • < • ' . • • — , - ' • • • • ' 

.•'-".* . • • • V ' • • . . 

^ * _ • -Dfgitizedb 



r 



- ^ • < • ■ • 

. 'iîôns , îl est facîlt! àè "trouver celle de leur produit , ou de ' 

- leur (jUQUcnl, au moyeu des formules ■ • ' 



6^ Ton considérait les produits de plûs de demcfatteurs 

la foiiuiilc se compliquerait rapidement. Dans le eas oà 
ils seraient égaux, ou trouverait imuiédialeuient 

• • - 1 f 2 
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CHAPITRE XXVn. 

• > - • 

OAtCUL INVERSE DES DIFFÉRENC^^ 



32i . L'objet qu on se propose dans ce calcul est de 
remonter de la différence d*ime fonction à cette fonction 
méineV plus généralemcait, de déterminer one fon^', 
tion.qoandoD connaît une relation entre elle, ses diBR^ 

.jpences d*ordrè quelconque et la variable indépendante.- 
' Iià difipérence d'une quantité indépendante de la va- 
riable étant «éro,'il s'ensaitque, lorsqu^on aura trouvé' 
une fonction d'après une différence donnée, on pourra 
lui ajouter une Xîonstante arbitraire, et l'on aura une so- 
liilioii plus générale de la ([uestioii. Mais ce ne serait pas 

^ la plus générale, comme dans le calcul infinilésimal ; et, 

•pour l'obtenir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée. la> 
fonction la plus générale ayant pour dii£6rence zéro. 
Or, si Ton donneà^raccrbissement AjpVtouteloiiclîdB 

A périodique de x ayant A a: pour période prendra un ac- 
croissement nul , à piartir d^una valeur quelconque àeî:p\. , 
et, lécipiioqaemient'^ il n*y a qu'une, pa^d^lte fonçtibn qui 
9bit dansée ea»' pour .toute valeur de x» On yoit donc que , 

' lorsqu'on donne Fe^iression de la difiBâre&cé df upe fbno-' 
tioii de jr, relative à la différence'' de cette v'ariable', iT. 
suffira de connaître une fonction particulière qui satisfasse 
à la question j el Ton obtiendra la solution la plus géné- 
rale en lui ajoulaiii une fonction périodique arbitraire,,^ 

.ayant pour période la différence donnée ù^x. 

On sait que toute fonction périodique peut être repré- 

'senté<s pajr une série converjg^ente, dont )e terme de rauj^ 
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» i a la ioT^e » \ • - • 



I 



i ^tapt la grandeur de la pSSriode. On veiidoDc qnè, .dana 
le proUèmè inverse des différènees, la constante afbî« 
trairé sèrà remplacée par une série dont le premier teigne 
*sèra coiistaDt, et le terme de rang n-h i. 



Am Sin ^ ' -h On C08 



C'est là ce que nous désigneions, puur abrégçr, sous la 
dénomi Dation de constante arbitraire. 

. Si cette quantité devait être constante quel, que fût A JC^ 
alors rétendue de la pénode étant nulle/ on.anndt nnê' 
cpianiiié absolument indépendante de x. ' . ^ ' / 

: Noua représentierons par £tt la fonction générale dont 
|a.dilférence*prënijèj'e est par Z^u ^ celle dont fa diffé- 
rence Seconde eaf et ainsi de siiite. 

222. Si l'ou considère une valeur quelconque de la 
yariable et Sne autre valeur ^ telle que x„— x nAx, 
R étant un non^re. entier quelconque, iJ est facile d'ex- 
ptimer f accroissement que prend la fonction F (x) dont 
là différence est'u, lorsque là variable passe de xÀ x.-; ^ 
cari) est' la 'somme des accroissements ej^rrespo^ndants 
aux valeurs' x +• Ax, . , a: H- (» -r- 0 Ajp, et sa vaf 
lenr estV par conséquent, • ^ • 



• • t , ■ ' 



on a donc 

: ■ F(a:,) = F(j:)4- H- «» + ... .-4- ««-.n 

■ ■ ■ ' ■ * . • ■ . ■ 

La fonction F (x) , dont la» dilTérenoe est m, peut être 
considérée comme renfermant une constante arbitraire. 

IL. . ^ ' • / . 20 , 



3o(i- - • Livas IV, ..... . . / 

ou plutôt comme étant elle-même une çoissiaB te .arbi- 

Iraiic, si Tou particularise la valeur x. " * 

Si on là dc'àigjic par C, et qu'(»n représente par 2//,, la 
foiiçliori la plus générale (jjii. a pour. diii]éreuce on- 
aura la formule &uivaute : * ^ v 

(i) I/<,=:C -H w-f- «2 + . . . ri- 

98^. n est néceiBsaîre d'olis^rvèr'qiie la fi>nctîon -pé- 
riodique "quî en tre dans G devra êtretrait^' comme îirie' 

(quantité indépendante de daus les inlé^^n ations. En - 
effet, supposons qu'on cherche la fonclion la pins géné- 
rale dont la différence soit la fonction (V, dont la période 
est A.r. Si I on considère une valeur quelconque de x , et 
toutes celles qui en diffèrent d'un multiple quelconque 
de AdO» les A^aletirs correspondantes de la fonciipn cher--.' 
chée siéront les mêmes que si ^ était remplacée par une 
constante égale à sa valeur relative à la première valeur 
de Xf Donc , en, traîtalit 9 comme.on traiterait line quan'- « 
lîté indépendante de'x, on aura la fonclion doiit la dif!)^. 
rcuce est q>. • . . * • . \. ' .• 

Qn peut d'ailleiirs Iç vérïner bien facllemèuù* Eh 
effet, la fbnedoif dont l'a difTér^bce est une quamîté a, 

indépendante de x^.est^ 4- C, C désignant- une conrr ' 

stante arbitraire dans le sens déjà défini. ' / 

Or la di0ér«ji6e.de ^ est q>: donc .-4- -C sera la 

fonction la plus générale ayant pour diflcrence c; et, 
comme elle ne diû'ère de la précédente (jne par ]<• t liange- ^ 
ment de ^ en (p, il s'ensuit que ces fonctions péiiodi<^ùes 
doivent être traitées dans, les intégratiopS . comme les^ 
^conftâut^ {»rppremçnt diteslr ; . v^ ".y .* 



# 

« . 
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IKTÉCftATION DES ÉQUATIONS UIFFl.RENTI tl.LKS. Son 

Ini^mlwn des. Jonctions, ' ^, \ 

224. Noi^s coùiineoceroBS ptr fairie ob^rrer què tout 
fêcteiir constant -peut être placé indifiTéremment sons le 

signe S, ou en dcliors; et que l'inlégralcS d une bOiiTaïc 
est la somme des iulégrales des parties .^ui Id corn- 
.posent. ' . 

CliercluJns d'nbord rititégrale de .r'", c'est-à-dire la 
ionçtiou qui croit de X"' quand on y donne à x raccrois- 
^Mm^^AJET) et que nous désiguoiis par£âç"*} pour, cela y' 

sèmarquoM que Ton A 

./ ' ' . * ' , 

prenons maintenant l'intégrale de chaque' membre , et^ 
considérons la constante arbitraire comme renfermée dans 
leiBomlilès indiquées } nous obtiendrona ' '\ * 

if^-« = («-HiU*Z*-+i^^-^tii^à^^^ .... 

' ' • . . • • . ■ 

(/w H- i )/«(>»-- I ) 
••**»• -1.2.3 • . ' 

,»■ • \ . "• ^ • ^ 
_^ 2;p«-rt 



. i ÏJ!»-» /. . — ^ 2 r, 

1.2.3^ , #« 1 



Si Ton donne successivement à m les valeuis o, i, 2, elc, 
on obtient, en désignant par C luie constante arbi- 



3o8 

traire,. 



LIVRL ir; 



(3) 



9. àX 

1 



^ 3 Ax 

2- 



4 A. 



^ 5 A.r 



-0:4- C, . ■ * •• - . . 
2 . ." • 

2 6 . • • 

2 4 ■ 

1 Aj: Ax^ ^ 

2 3 3o 



Connaissant Sx"*, on pourra déterminer 2' x"* en cher- 
cliant, d'après les formules précédentes, l'intégrale de 
chacune des parties de Sx"*, en ajoutant ensuite une con- 
stante arbitraire. On trouvera ainsi S'ar'", 2* a:'", clc.y 
et à chaque intégration il sMntrdduira une nouvelle cou-, 
stautc arbitraire. . . 

225. Nous avons obtenu précédemment la formule 

A[x(t4- Ax). . .(x 4- «Ax)] * . *•• 

3= (;r 4- Ax') (x 4- 2 Ax) . . .{x 4- « Ax) (// 4- r ) At^ 

donc - • ■'• \ . . . "• 

• • . . • . . . ■ • • 

^^{x -h ^x) {x -h '2.àx) . . .(x -h n Ax) . '.- - . 



X (x 4- Ax). . .(x 4- w Ax) 4- C^' 



(/ï 4- 1} Ax. 

• . 

Nous avpns encore trouvé •- " • . ' •• 

.* . ' • * .' 

' ' - 1^' ' --(/»4-i.)Ar ; \ 

[ x[x &.r)...{x -i- n àx) \ x(a-4-A.r)...[.r4-(//4-i)Ax]' 



• ■ 



donc ' / . ' - . * 



c. 



. Déterminons .maînlenaiit Sa'. Nous avons ' Tii 

.^neron^avait * , ' * • * ' ^ 

on aura donc , eu intégrant les deux membres ^ puis divî" 
. et, par 4uite, 



2"~^C se déterminer.a par le moyen des équations j(3)>' 

«n cherchant successivement S* C , C , etc. 

■ 

. 227. Nous aVons trouvé - ** 

< • .. .. . . . . 

A am(a« -H'0) =s a sin cos ( «a,- -\ — - — h » 1 > . 

* ' , a^x , / aàx ,\ 

• 4cot(tf«H-^)=B-— .asm~-^, sm I <ïic*H- 4- * !• . 

Inlégrauties deux membres, et remplaçant x-h ^ par jc , 



asiD 



asm 
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lO LlVBh IV. • 

228. Développements de l'intégrale 2 en séries,-^ 
JNeus avons trouvé précédemmem la ibrmule. . • ' 

nln — I ) . • . . ■ ' 

*$i VoQ suppose que la Talenr u oomsponde à 4? ô, et 
qtie «M corresponde i s= ^lAx, ^ soit désigné par u« , ' 
.on.aiira . . , ' . 

««SSII + ^ Ail H r-^.A*» 

- • • a* ; I .a • * . ■ • 



4- — i-_ 

1.2.3 

Soient . - 

K Aif« = r, =s iP, Atf = l'A , . • * 

^ ^ur 1.2 

fiyrmnle qui donne Fîntégrale de f -an moyen des valeoi^ 
de u et dé ses différences relativies à x\=^ et de U cô'n- 
âtante' arbiti^ùre C.qui, est la valeur ipie doit avoir 2 <^ 

pour X = o. ' ' . ' . . , ' - ■ 

Si les (lifft'reiH e> deviennent nulles, à partir (UuU 
certain ordre ^ la série est composée d'uo uombre fini de 
termes. ' ' ' * * ~ 

Si Ton demandait l'intégrale seconde d'une fonction^ 
on connaîtrait l»di£[îérenoe seconde de F intégrale. Ainsi., 
dansledéveleppeiDientdeifxfOn connaîtrait A* u, A'i/,etc., 
et Ton pourrait prendre arbitrairement u et Ait. ' 
Posantt V 



* * • 



. A»«,=V, tf,==ï^»', A««=;iv», 



INTEGRATION DES fct^UATiO^S D1FFLKE.NT1£L(.ËS. Jl 1 

'.iMi aurait ' , - ' . ' . 

m 



^ >A« i.a. 



C et G' étant deux constantes arbitraires. On détermine-, 
raîl ainsi une somme d'un ordr(^ quelGoa<gpc, au moyen de* 
•la fonction dannée v et dt^ sus difîérences , dajis lesquelles . 
on ferait jc^sâ^^o.ll est faicilt» de vdir que Ton pouiraitpar-^ 
âr de tDUto i^utre valeiir paitlçnli'ère Ile' é', 

^ 229. On peut encore exprimer Tintégrale 2u aa mpyenr' 

de Tinlégrale / udx. et des fonctions 4"» -^-t' etc. 
' 'En effet, le theerème de Taylov' donne 

Atf = •—.-Ajf 4- — h—, : — ^ -+-,..; • •. 

' . • • ., • . ■ . . • .. 

Si 1 un pr<Hi(l loiilcs les sommes nulles pour x = Xq, et 
qu'on désigne partio.laTalcur.de u correspondante à j:»,.' 
on aura . . ^ * • ' « - - * 

^béi Ton tire 

• a 



• f 



Si Tott remplace successivt meiài u par T li^/j? et par ^> 



. . *■'.'.. 

• • • 9 ••!»•» « • • • • » m *,• • f •'• •;• • »' 

. les termes en dehors des signes 2 devant être pris entre 
les mêmes limites Xo, x; : •* ' . • - 

«Beportsnt dtps la '.valeur de -Su celks. de ^-j-t 



^ — » etc. ^ on c4[>tieiit une équation de la forme ♦ . . . 

On déterminera les coeflicients A, B, etc., en..posan( 
I* = 4y^.^t rr ?o.> <îe.qiii. doimç,ri<leulité l 

'" ' " * . " * .. ' ' *-•' .• > ' • 

; . • — r — ( + AA«-7hBA««H--.'.. J. . : . 

. -;' • - • ' • ' ' • ' l • ■ • - - . •. ^ 

Le cléveloppenjent du pi c miur membre fera connaître ^ 

iiiiiiK'diatcmcntles côeflicieiUs A, 13 , C Or il est facile ' 

de démontrer que tous ceux qui multiplient les puissances 
paires de Ax soûl nuls. Pour pela, nqm ferons passer le 

• ' * ' i ' * ' . . - • • • ■ ' „ ■ . ■ 

tehne ^T- - dans le premier mèmlMre', il suffîit» .^ors de' 

■ ' : - " * ; . : - ' - - : 

farrp voir que rexpression résultante jouit de la propriété * • 
. de changer de signe sans (hanger de. valeur lorsque tup. . 
y ckanç^ en ^ ; bvT , éh d^autres! terinë»9*que'Pôn. , 



• 
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a .îdentiquetnenit 



3Î3 



2* . ^-^'-li a gA». 



I 



ce tpii s&Térifie/i|iuiiëdî«tçment, *^ 
.On. a donc' 

' On ùroôjcsra ensuite^. . ' , . 



.l'a 



1 



720 



et, par* suite, 



720 L fir* 



Les coefficients numériques qui muUipliem — > — -—y, 



Tî eic, se nomment les nombres de BernouUi. 



Len^ valeurs sont 



i 
4 



B« == gg , etc.' 



,La- formule de r>2^_i csl assez compliquée. 

En faisant usage de ces nombres, la. formule (i) d^- 



vient 



• • 2.3.4 Vrfi^J J 



• V 



. • », . 
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oomnuuion des séries. 



230^ -Si. ron considère la suite àes valeur^ que prend 
une fonction u de Xy lorsque x croit par degrés égatfx, dié- 
pnis une^ïertaùieyaleur jusqu'à une autre, oià aura une 

série dont la différence sera la fonction u, dans îaquclle 

on donnera k x su dernière valeur au^oionlée de Ax.^ 

• ' ' ' 

En effet, j)osons. % • . . - 

' • ■* '. 

lé premier terme u correspondant k x = o. 

Si Ton augmente x de Aa:, n augmente de i, èt"la série 

augmente de u„^i ^ elle est donc renfer.méQ^ans4'expce^ . 

sîou générale de Sm^i^ et l'on a , ^ • \ ■ 

Sii« = -h c, ou Stt„= Ztfn-I- 

la constante arbitraire devant être, déterminée par laVcbn<^ > 
dîtîon que les dettxjSLeinl>iv^s soi^t' égaux pour une çer-' 
taine yaleur de n . ' • * . • ' ^. ' 

• Si l'oii suppose les'açcroîssenientsilâ la yaifia^le é^aux* 
à Twait^ , ce qu^on . peut toujours faire' par Ua dumge^ . 
ment de variable, on aniraT 

6 », = ï Ib 4-' 1^ 5+t .2 «^1.4- c. \ ' 

Applicjuons celle formule à la recherche de la somme 
de quelques suites.. > v J .< , • - 

*â31. Supposons d'ibord it«==ii'%; c'est-à-dire cher>- 
cbous la BoinWides puissimcefr m des .nombrt» entiers, 
depuis o jusqu'à x; -on trouyéra, en- faisant usage de là 
formule que nous avons donnée pour 2a;'", ei observant 
que la constante doit j être supposée nulle, \ . 

- 1 1 r {x 4- l) \ 

Su; = 1 -H2 4- 3 . .-h* = -a;'4- — — —1 — ' 
'.■».> . • a. • . 2 • ^',\ i ;à . . 



1 1 I ' 



'a:(.T -t- i) (2 « i) 
2? ô > 



.11 I *'f*4-li' 
Sx»=H-8 -1-27 +...+«'==ij>r'4--x*-l-^«»^--i-j--^> 

' * '' I il 5 * * * * 

6 '2 . 12 la . ' 
• • ■ . '*»•'- » " 

- . • *• ■ , 

'232. Koà#*avoii8 trouve prêcëdeiniiieiie 

' • , , • " . ' ♦ 

Doikc^ en changeant n en n h- ' - « 

''I' f - ■ ■ •. 

Sii Ton considère de même la formule déjà trouvé.e 



• ' ' • • I • ' ■ "v ■ *— (n — i)Ax 

, «{x H- Ax) . . .[jf-f-(/i — 2) AxJ ^(x-h A*).. .[x4-(/i-* i) AarJ 



cur aura.^ eQ:imegi-ant,. . 

1 I • 

■ . - ' '• • . 
.D'après cela, il est facile ;defl(Miii&er les suitips dont 1^ 

ténft^ génératts sont les expressions que no^ iteaon» 



Google 



d'intégi (;r, et Ton obtient les formulés stuTanCes : 

^^^^^^^ ^ I I ■ I ^ 1 J ^iMT ■-■ J T *— *^>^ ^ 

(«-♦^i)(x-+-2) . .(x-h«) ~ J[x4-2) (x-<-3). . .{x-^-n-jt-i) 



* , \ 



■' t.a^ — i)» 1 (.r-h 2){x-h2>). . . [x H- «) 

en supposant (juc le premier terme de chaçuue de ces deux . 
suites correspoude À x~ o.. . 

233. Passons aus Ibnctions Iranscendante^v et cher* 
choâ^s d'abord Sà*.- 

• , • . * ' • 

Nous' àvoâS' trouvé ' " 



et Ton. doit avoir 

don c ' *. • . 



î 

». 



Si le premier terme de la suite correspond à a; ==o, ^u ^ . * 
devra avoir * , • ' - • ' . ■ ■ * 



1 -=3 • _ ' 4- g> d'où c= — 



234. Déterminons encore S sin [ax-^b) , S cos [ax-^b) . 
Ou a . • ' " - 



2sm 



/ ^ A or A 
cos I ax -i h t> ) •+- « , 



; S4:0s(<Mf -4* è) = S ODS (odP H- « A4? + 6) H- c 

'• , ss sm ( H H 0 i -h c. 

. «Ajp V . ,-a , f " 
2Sin ^ • ' • ^ 



2Sin 

2 



• « 



.. t ' 
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$1 les séries doivent commencer à ^ === trouvera , 

|k>ur'la preniière, • . • • 



c = ; :j 

a A.r 

■ . 3sin 



et , poui- la, seconde , , * 



^=5—^ 



2 8in — ^ 

2 

1 



cos U - ) -.cos ( a* + _ -H 6 j 



2S1D 

2. 



, • «A4:' < 
fiti'n — 

• 2 ' \ 



/i — > • . • 'l ^ • -. \ ' •/- 



... Scos{ax-t-/.)- .. .... .^^^ 

2 sia 

'2 



sin 

2 



• < 
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CHAPITRE XXVIII. 



FORMULES D IN T ERTOL ATIO^, 



235. Lorsque ron connaît un rerlain nombre de valeurs .. 
(Vuiie fotirlion, correspondantes à des valeurs données de 
la variable X, et que Ton veut déterminer celles qui se 
rapportent à des valeurs intermédiaires de x . l'opcralion 
q[iu y conduit se nomme inlerpolalion. L'objet qu'on ge . " 
propose, an général, dans cette recherche, n'est pas d^ avoir 
des valeurs exactes, mais d'obtenir le plus simplement 
jN>ssible des vakiirs qui aient un d^ré snflkam d'appcoxir'- 
mation. " - ' / " * * 1 

' Dans le n** 228. nous avons trouvé la, formule ' * 



• r 



(•) . 



Au 



♦ 



1.3 



't-.2.3 



Il désigne la valeur de la fonction, po>ur x =s o ; et tes va- 
léjiirs de x erpissent par intervàlles constants égaux i £^x, : 
Cétte série* se termine à À"u si la diîféreiiGe- de To^re n 
est constante*. 

6r, si Ton donne les valeurs' ii, Ui, "n, et, pai* *. • 

suite, M, Am, A'm,..., A"ii, on pourra se proposèY* 4e ' • 
trouver la fonction w^. par la condition de irpioduire les • 
valeurs particulières f/i,..., lorsqu'on donnera à ;r * 



4 4 
.1 . 
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/ les valeurs o, Ajt,..., riAx, et, di; plus, d'avoir sa diffig». 
rence n"'*"" constante, ce qui simplifiera la formule. 
Ainsi la formule (i) , arrêtée à A"//, donnera pour 
" • une fonction dn degré m en .r, qui satisfera aux conditions 
^^^iemandécs. Et, si on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de ii, correspondantes à une valeur 
-Arbitraire de x. Mai» il est convenable de ne l'employer 
. f^ue po|ir des yaleurs cojmprises 'eutre o et nù^x^ à ixiains 
^ij^lfe^^ïèÉi ni^ saçbe que les 4îfi!érénces des ordretf supérieurs 
~ it^ féàfepiï^évre iiégli^ées^^serineurs^sible. 
. ' : ia- premièrfs valeur u de la fo&cti'on correspondait à . 
«'ir-sa jr^ et non à la formule (i) ne subsisterait 

plus, e.i 1 on devr^t y remplacer x par x—x^. i-v*^ 
<■'. , ■ 

236. Lorsque Fou connaît u, A//,. . . , A' u, et (\uc A"m 
. est consl inte, on formera chacune dt's diverses valeurs de 

A""* u en ajoutant A"« à la précédente. On obiit Tulra de 
même chacune des. valeurs de A"~* u eu ajoutant à la pré- 
cédante sa di0ercnce, et ainsi de suite, jusqu'aux diverses 
valeurs dé li., depuis la première jusqu'à l'infini. 
- Ce procédé est eiiiployé pour la formation des Tables>^ 
sôit d'après un certain nombre d^ lermet conn^ià entre 
lesqndis on veut en placer d!autf«8 , scâtd'apràs une éqtM» 

tion exacte, mais d^une application peu commode. 

-, ■ . , • \ ' 

237. Quelque rapprochés que-soicnt les termes consé» 
. cutifs d*une Table, on a souvent besoin d'*en cenkîdérer 
'**d'iBfermédiaires, et Ton peut, la plupart dn temps, con- 
• sidérer les différences secondes comme nulles. Dans ce 

caSj eu supposant la valeur de a: comprise entre Xq et 
0*0 4- Ax, la formule (i) douuera, e» y remplaçant x- 
, parjc — Xa, 



%tiÙ UVftB IV. 

était donné et que x fût l'inconnue , on lirerai t de là . 

- ♦ • or = X. + - " àx. 

^« 

Si l'on ne pi;ul négliger que les différences troisièmes, on 
prendra un terme de plus dans la formule (i). Dans ce 
cas, la formule ne donnerait pas aussi facilement x d'à- 
près î/j., parce que l'équation est fin second degré en .r : 
la diiBculté serait encore bien plus grande si l'on prenait, 
, un plus grand nombre dè termea. On émi^loierait alors 
les procédés d'approximaôôns que Ibomii la théorie des 
équations numériques. 

238. La formule (ij suppose que les* aleurs de x rrois- 
senl par degrés égaux, ce qui n'arrive pas toujours. Nous 
. allons faire connaître une formule qui donne la valeur 
de la fonction , lorsque Ton connaît valeurs iio, lit 
lia,. ..f Un qu*tdle pr«»id-qaand xtilt» iraledri arbitraires 

Nous prendrons encore une fonction entière et" ration- * 
ndle de x, de degoé n ; die renfermera ?» -f* i coefficients ' 
. indéterminés» et Ton poorta , |>ar çonséquent \ rassnjetlii* ■ 
aux it -«H.i conditions'données. 
Soit donc 

.on aura ' • 

' «0 = a -4- b jTa -f- V^J H- . . . H- 

• f 

. ' . - tt„ = a -4- .€.r« 7 xf, -f . . , -4- fx x||. ' , 

' V D'après la théorie des équations du premier degré,-les 
l valeurs de a, è^,:^ contiendront uo, ifi,..., iiii en facv 

téurs à leurs diîffércpi'ts termes, de, sorte que 1^ pou)rr& sè 

mettre sons la fônnè - • ' ' . 
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.\ •' Or w,. se réduit à z/o pour x=:Xo^ on y satisfera donc 
. ...'si X devient alors é^al à i et si Xi, X^,. X„ (îr\ ieniient 
nuls, c'esl-à-dirc s'ils sont divisibles par x — Xq. Il en 
i;jV.serait de même pour chacune des autres valeurs de on 
r prendra donc pour X le produit d une constante par tous 
« *V4és facteurs x — x^yX — Xt,..., x — x,^, exceptée: — x^^ 
, . pcgirXt le fM'pdùit d'une autre constante par les niémes' 
- facteurs, excepté x — r JCi 5 et ainsi de suite. Par là on voit 
-'q^u'en substituant çliacone 4es yalenrs dex^il ne restera' 
. ' le terte oà entreAi la' valeur, confespondante de f/^; 
• il ne réste plo8.qd*à rendre égal a Fnnité son coefficient. 
^ i'f^^ quelconque des valeurs données de et là' 

• 'vvwbrî» ' ; % 

X„ renfermant les facteurs 
- J. .cepté X — Xp, il est évident que, si on le prend ri^al à ce 
' produit divisé par la valeur que prend ce même produit 
.quand on y fait x — Xp^ se réduira à i pour x = Xp. ' 

Les quantités X, Xi^..., X„ seront donc ainsi détei iui- 
nées de manièrcqUe l équation du degré n eu X qui donne 
jbf^ .valeur de zi^ soit satisfaite par les n+.i couples de 
. - valeurs données . et aucune autre èxpre^ion du mi^me 
de^^ ne pourrais devenir égakl .aax -nièmér valeurs: 
^K^V«'9 ^n. poiu* les mjbotes valeurs de x, saws coïnddàr 
"^Avec elle. ' - - . ' : • .. • , • 

';Jî?iia formule cnerchée wra donc • 



«« = «â ^ 



. \^.r — .r, : . . . [x 



.r 



{x — .ro). . . (.r — .r„_. ) 



>. Lagrange a donné une autre formule d'interpdkitîo'hy 



'M 



m 



î - . • • 



fWSéàva/i «nivaiit les -shrasf des inultiplés .d^uii eçrUiif 
arc, et qui Ta Gonduii a une fonmile fenîestjaiéè dins felle 
du D« 125. - . 

Jipproxinuition des quadratures j des oubfUures des 

rçclifiçaiians , . 

239. Toutes ces questions se ramènent, comme nous 
l'avons vu, à une ou plusieurs inlégraiions par rapport à 
uue s£ule variable, eiUre des limiKis déieimluéçâ. 11 suffît 

'On ipeixt, pour en déte/miner la valeor, prendre la for- 
mule, (i) du n** 229, qui donne, en remplaçant ùx par 
et supposant ûs= f( r)^ * * ■ ^ 

Si l'on suppose â assez petit pour i^i on puisse iiéijliger <J*, 
on aura «impleme.nt l , ^ ■' \, 

Si l'on rcgaide f {x) eominc rordonuée d'une courbe, 
celte dernière expression est celle de la somme des tra- 
pèzes compris entre les ordonnées successives, les cordes 
de la courbe et l'axe des x, 

240. On peut encore employei- la formule d'interpo- 
lation (i) du n" 235>.poar représenter l'ordonnée la 
courbe, puis Tint^rer eiure.les limites données; ce.4|ui 
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ii'ofïrira aucune difticulté, .p]ui|^ue .c^tijj expressiou^t 
entière et rationnelle. * ' . '• ! 

L'emploi de cette formule revient à êehii][daGer couiiNS 
;don4jilts'àgirpal' la. paràbole deglrë n —7 1 , qui a n joints 
«ôoiiâiiuis avèo'dli^ V» - i':r> 

' Quelquefois, au lieii de prendre cette dernière ( ourbe, 
.on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et l'on leiu- 
place les parties correspondantes de Taire cherclu'e par 
les aires de ees diverses paraboles, comprises ( lUrc les 
deiix ordonnées extrêmes qui s'y rapportent. Il faut, pour 
€ela, que rinlervalle soit partagé en un nbmbpe 

pair de parties j et chaque parabole» dontieif« Taire ayant 
£(>ttr lEKMe deiuiL de ccift parties çehsëcdtiVes. ' V' 

•'^'iL'cquatfQil^ie.la pàfa^le dû second degré, passant par 
y^i points dont lês abscisses çont o^, Ajr, p Aizr, et lés oi^ 
.dkmiiiées j^o, , /s, est r ' * ; , '.'••'^ 

■■■■ . '=~J''+i;i*-^'+-.iïi(iî-^'^'^" ' ■ 

%0n <irer entre les ordonné jr« y jTt eirt . 

... . . ' • 



ou 



On aura d^-méme Tairé compris^ entre ^^Jm entre 
'^^ y^i '^ enfin entre ym^t ^yi« i et il faudra faire.la 
^nàne des expressions suivantes, dans- lesquelles 
^»,;,;\ytn d&îgnent les valeurs dé jf (a?) I«làtiyes anx 



at. 



» # 



yaleiirs a, a+ Ao:,. . i^t & ou a + /? ^• 

• ' ♦ * ' . - • -s 

•'Aie ■■ * 

'■ ■ •-••'^ • -T'i^ê +'4/i , . ' . 

' ** * - ' ' ,• ' ■ 

"s ' »» . . ■ .' 

' L'aire cherchée, ou l'intégrale / /(x)dx^ai 



aura ainsi '' 



• • 



• - * 



"f 



■ u * • 



1 ' . 



» 
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iJHAPITRE XXIX. 
coorIdre des: sûâpaces. 



.^l. tJne sui^e ne ppavant airoir^ en général/ un 
oontact second oidrs avec une sphère $ on ne peut rap- 
porter U «mirlmre.des suirlaçes 4 celle 4e la sphère, comme 
on a ra|)porté U couirlMire.des li^^'è-ceUe ^ cercle. 
Four se faire une îd^'de la courbùre d*une surface en 
un de ses points, Vun des moyçns qu'on emploie con- 
siste à faire des sections dans cette surface par des plans 
passant par le point que Ton considère, el à déterminer 
la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu'il 
parait le pljis natui'el d examiner sont celles qui sont faites . 
par. dcfi plans normaux à la surface : c'est par elles que 
-nous commeneerons ; nous verrons ensditc comment leur 
.conrlna^e dëtèrmine immédiatement çeUe des autres. . 

' Soit jff s F (^9^) réquation'de la.surface ; noua soppo-' 
devons, pour plus de' siinplicîlé, que l'on ait choisi le 
plan tangent au point que l*pn consîclàre, pour plan dea x 
et ^, et la normale pour axe des « ^ les propriétés (ndé* 
■péndantee des axés , que nous découvrirons ainsi , auroot 
le mùme degré de géi\érâlité que si le système d'iàxes avait 
été tout autre, • ' . • 

Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des et 
tangent, à l'orii^inc des coordonnées, à la section faite par 
ce plan dan» la surface > aura pour équations 

d. * « / " - •■ , 

ou ' • • ♦ • . : • . , . . 

• * ■* ' 



• ■ 



4 



t _ • 



pour .qu'il y aituu contact du sçcond ordre avec la«ec- 
lion , îl faut quêtait la même ya]leilt>da]iaTiiueel l'autro 



cQurbe. Qr. U dernière équation diâerentiée deux fois 
donne ' •". . 

:h l^origine, on a * • • ' . /' * 



d^GÀ résolte 



R— ==0, ^^—r. — » 



-j-j-n'élanl pas une détivéc parli,elle. Pour en obteuir l.t 

. valeur, Jl faut remplacer j^' par mx dans i'ëipia^on de la 
' surface y puis di£féréntier deux fois* par *eapp6rt i x, et' 
faire x^y , « nuls : on trouve ainsi y pour valeur de lr^Jé^ 

locale ^p, ..... : ' 

• r-4-> arjrm -fi «01%. • 

- t d^^ignant re^peciivemeut l,es dérivées partielles . 
' ' ' ♦ ■ ■ . . • • 



Le rayon de çourlbure R de lo' section normale aura doue ' 
*pour expression 



(0 



U restera toujours fini et de mtoe signe si Ton a j*^-4f<[o:, 
la couîibure seva donc toujours daos le nu^ine sens. Il de- 
vleiMra infini «t-chaiigcra dé ligné si «*'^r£]>b.; la coar> 
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•bure changera %lors de sens. Sif'— r/ = o, ii devient iu- 
fiai saus changer de signe. ' . . • 

242* Si l'on cherche le niaximuiu et le tni^itimià da 
4:étte expression reladvémcnt à la'varia)>)« m, 'on éon*- 
AahrÂ le pltis*{^iCnd«t le pliis petit rajen de cbjuiliure.dâs' 
tecUons normales. détermine c^ -valèun 

partieîillère est ' ' ' / * ' 

Les ègax racines «le cette- ëqUation son^ réelles - et de 
sigtnes'contraires ; sobstitt^es dans la secondedérir^ deR, 

ibUcs donnent des résuhals de signes différents, et, par 
conséqutjnt, < on l'spoMdcnt, Tune à jun maximum, 1 aut^re 
à un minimum, algébiicjue. 

Le pi odiiit de ces deux racines étant — i , les deux plans 
qui renferment les set lions de plus petite et de plus grande 
courbure, et que uous nom mirons secûoas pcincipaies, 
sont rectangulaires- entre eiix, ^ « 

■ '243. -Si Ton prend ces deux plans pourplaiis des jc, zei. 

Vdesj", l'expression générale de R se trouve simplifiée. 

Car les deux racines de Téquaticin (2) devant être alors o 

et 00 , ou devra avoir j = o, jet, par suite,' * 

• ♦ • ' •• 'v ' ' . •*•*...'■ 

"Dans le cas actuel, deux valeurs de R snlliraient pour 
déterntiuer r et t y ainsi^ quand on .oouuait la.flirectiott 
"des sectiôlis principales, ies courbures de deux sectîohii 
normales (|nelconi]fues de position connue déterminent 
tontes les flutces. . 

*: Si l'o&'diési^pie pai- p, p' les rayons maximiim ^ minl- 
waa\ on %ttt*a 



3?.8 ' ». • MVRK IV. . .' • 

On peut donc exprimer II en ibnction <le*c, jo', m, vt l'oq 
oblienl ainsi . . . • 



1 ^ r A /«^ 
R ~ I -H /w' \p p' ^ 



ou, en posant m = langa, * " ** • , '* ' 

^ • • . - . . ». 

. • •. • , . - 

I - 1 t - 

• ' " -— = -cos*a -h -, sin'a. * • v • 

. R p - ■ p . . . 

Si l'on désigne par la rourbure d'une section quel- 
conquC) et par v', z?'' celles des sections principales, elles 

seront respectivement égales h ^ comme nous Ta-. 

vous vu dans le calcul différentiel, et l'équation pi'écé- 
dentc devient * ^ 

- " • • • * . 

1^3) . .• V = v' ces' a-t- v" sin'a; * ' 

d'où Ton voit que les deux courbures principales détermî-^ 
nent celles de toutes les sections normales* - . 

On déduit de cette équation plusieurs conséquences im- 
portantes : • ' 

i". Si l'on mène par la normale deux plans également 
Inclinés sur le plan d'une des sections principales, la cour-' 
bure des deux sections sera la même; ' * 

' a". Si l'on mène deux plans également inclinés sui- les 
plaps respectifs des deux sections principales, de quelque 
côté que ce soit, la somme des courbures de ces sections 
sera constante et égale à la somme des courbures des sec- 
tions principales. . . . ^ 

Car en les désignant par et Vi, on aura .* • * ' 

. * •• 

p = v'cos'a-f- v"sinla, .v, = v'.sin'a 4- v"cos'a, 

«l ou . , ' . . . . • ^ 

. . ' .• V 4- V, =f v' -ù". • 



Si les deux angles « sont pris dans le même sens, le» 
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plans sont rectangulaires : d'où Ton voit C[ue la somme 
des çàurbures de deux secthtuf ndrmafes rectang^îaireê 
jtntrfi ûUits est constante. * - V " , . 

3°. Si 1 on fait a =; ~jOii a v = ^"^^ • Donc la cuuj- 

* lyîire dft^ chacune des sections dont Iqs plans partagent en 
. denx. parties égales les- an^|les âes plans dçs sectiûhs psiii* 
cipalesy est 4gslc â moyenne entre les deux coorbure» 

principales^ et la sphère qui passe par les cercles osctda» 
teitfs de cen section^ donne la même somme que la, sur*' 
face, pour lés conbores .de deuT sections normales rec- 

tangulaires. On voit encore que deux plans également 
incliués sui- un Je ces plans moyens clouneiit des seclious 
dont la somme des -courbures est l'^-h'v'^ puisque ces 
plans font des angles égaux avec cfinx des sections prin- 
cipales.v . • . . , 

: 344. IndiaUrice, 7— Si, à pattir d*un ppint qûelconq^ 
â'nnè sui-faee/on prend sur la normale une lox^gneur, 
infiniment' petite, etique par.son extréniité on^ mèiltt un 
plan/perpendiculaire à la normale,, il coupe la surface 
.suivant ùneeônrW infiniment petite, que M. Ch. Dapin 
a considérée le piremier, et ([li'il a nommée indicatrice. 
Toutes les propriétés que nous vtmons de démontrer s'en 
déduisent tiès-slmplement , ainsi que beaucouj) d autres, 
qu'il convient d'étudier dans les ouvrages de l'auteur. Il 
est facile de reconnaître d'abord que cette courbe est du 
secomi degré, si Ton néglige les quantités infiniment pe- - 
tîtes par rapport à ses dimensions; ce qui signifie que^ 
lorsqué cetté'courlie t^Ml à se réduire à un points â me^ 
sur< que son- plao se rapproche «du plan tangent , onè 
<9)nrjbe finie.qot Inî serait «emJ^lfJile* aurait pour, lilnî^ - 
uneseetion*«0nique: ' - ^ ' . ' 

^ Rn c^et, si J'on .|ir0Bd'lttJnôiaDa[alé ppuf ^aviQ de^ z, 1'^ ' 



quatioA de la surface, rapportée à des axes rcclaujjuluiros, 
sera géaéralenieut - , * • » , , - . , 

et l'on sait qu'on peut trouver dans le plan des x, ^dcux 
axes rectaoguiaires j>ariiculier6 teU, que le rectangle 
4e se trouVe pas dans le secooduiembre. En Je* choiti^-'. 
^Bt, réoniatioi» de la aurfaoe sera de la £orjné 

0|i sait enoore que si \m coefficients, t sont in^aux, il' 
n'y a quW seul sytf^^e d^axetf isctaiigulaîres qui jouisse 
de là propriété de ^re dispar ai tre le rectangle xy \ eique^ 
sont ëgaux, il y en a-une infinité. 

Si maîntenauL on tait ^ = a,a étant iniiniment petit, 
et qu'on se borne aux termes du second degré en x et j'j 
on aur^ pour équation de |a section, qui Tindi^'atricei 

équation qui représente une ellipse ou uue .hyperbole» 
dont le rentre est sur la normale. J • 

. Soient A.{fig. 7) le pAnide. la Sujfaée, AN la nor^ 
Bonle,, AO^ cr, et BC J'interséçtion dit plan de Tindica* 
triée par. un pUn niDunmal cj^oelcoiD^tle. Le centra de pour- . 
ihire.de cette j^tion: est la limite de là reocentir de AN 
jnrec la pei^eiidlcidairé élevée ^jfr le jnilîeu de ia.teprd^p 
AC j et si Von appelle R le rayon d^ cercle psculàtçuny Ou 

aura R = -;r-r) OU, en désigiiaut par lé ^aaèlre BÇ dè 

J' indicatrice que nous supposerons elliptique, B.==±' — 

^ On cimolat'de là que les seetto«a dont' les plan^pa^f^ 
rontpar les axés de Tincbcatpce, a|irâi|tl« eoai^ii^iiitasjh *; 
iliani ottjfnimnm'm» Tdiitè's lés .autres con^quences ïVu 
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Réduiront facilement, et réxprçssron de -R' en fcmction-' 
âè r, f 8*obliei>dra comité' précédemment pour on pïan 
qii0lcptH|ii^ ayant pôui^ équation/ s mr.: car on aura ' . . 



r -t- H»* . • , r ■ 



Si rindlcalrice était une hyperbole, le rayon de courbure 
devicTulraii infini lorsque le plan de la section passerait 
par une de ses asymptotes, puis aurait une expression né- 
gative si l'on ne changeait pas de sii^nc a. Il faudra donc. ■ 
pour l'avoir positif, mener le plan de l'indiratrice de 
l'autre c^té du plan tangent j ce qai montre que la cour- . 
Jnwe (ibes sections a changé de sens. I.es deii^t indicatrices 
queToni>btient ainsi sont deujcliyperbores con jugaees, et' 

ieurs 'axes réels* correspondent aux seotîoné de plus'fprande 
ooôtlmre,; paTmi.touftee*celles'qiii*sop.t sitnées dtt même' 
ti^té du plan tangent. ' ^ 

$ Yoi^ avait cbnserré 1q signe de Texpressum de Ist 
eottilmFe, on aurait, comme noQS ravioni dit en général, ^ 
qn maximum et un minimum poni! les-«ou|rl|Hires prin- 
cipales. ^ 

1/indicatrice |>oui ra encore èlw <iu genre de la para- 
bole . <|ui comprend le cas de deux dioites parallèles : 

'u!est ce derpier cas qui arrivera si l'on a V . 

. ,''r=o on 'fàs'O. 

" . " ' ' ' • » 

.Cela ne' signifiera pàs qne-la section de là surface par 1q- 

* plati'pai>alIèlQ au pl|in tangent n*est pàs une'parabole ; ear 
une parabole dont le paramètre e9t inlipiment petit, étânt 

''considérée à une distance finie de son soimnet, se confond 
sensiblèment avec deux' droites parallèles.' Ainsi, lors-' 
même que la section serait une parabole, Tindicatricc se' 
présenterait comme l'ensi lublc Je deux droites pai allclcs, 
excepté d^ns le cas où le soinniet de cette parabole serait 




. i k une distance inrinimeiil petite du point que l'on consi-^ 
• ; ' dèrc sur la surface : ce cas no peut être ([u' exceptionnel,'. 
^ . y puisqu'il n'a pas lieu dans l'hypothèse la plus ordinaire^ - 

' où réqUation de*la surfcuce peul être dévelof^ée toouxic 
: * * nbo»i*âTOns supposé. * . 

•Loiwjue l'indicatrice est du genre de la parabole, fl n'^v ^ 
.a qfuNiôe seule direction pour lacjueUei la oovxhv^ -saii . 
nulle, 'ou le tayon ^e;cx>iiii>nre inâni f,c*est çdle de Fase. ■ 
4e la parabole.' . • ' . ^ 

' Gettç -direction est. celle de la courbure niiirimuni: la 

* * * ■ * 

'coiif>btLre miat^îmiiifr est dans la direction. pcrpendittH 
laire. ' • - . • • - 




_ 1.' .•• 



* 245. La courbure des sections obliques se ramène à . 
celles des sections normales. En effet, soit HK (//if. 8) 

* l'intersection du plan de Tindicatrice et d'un plan passant 
parla tangente en A , àla section normale BA.C, el faisant 

[ un angle e avec le plande|:eHe section. La corde HK étant 

• parallèle à la tangen\e menée eu A à la courbç HAK> la' 

' ' perpendiculaire -AP abaissée de A sur KH, partiigé çiétte . 
' • ligne en deux p^fies ffde Vab. rcj^^eca commie » - 
' paiy:e qu'cj^es tie diifstvnt que 4*un inâniinent petit sdu. 
ktecond oràtt : DP est perpendiculaire a HK ; ét dnséocaid 
■> OP" - 

' or^e comme AO, puisque^ f • On, peut, donc 

regar4erleslongtteursBCi HK'comih< égales 5 et le rayon 
■• * * »••• " t — — , 

de courbure de l^isectîon HAKy qui a poiir valeur 

oc' . • ' 

— ~-; il est donc égal à celui de la sectiOli 



sera égal à 



AO 



•normale BAC. multiplié par ^> ou cose . D'où l'on dé- 
duit ce liiédrèmé remarquable , ^ dû à -Mèonîér , fçiB' le 
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^ « 



^ *■ projetant sur le plan de cette section le rayon de cour-. 
' ' bwr^ de la section nqrntqlfî ç.m a la même langentc» 

• < ÈêS, La posidim «p'ardculière que nous avons donnëe 
..aiix'aûs a i«ndii. pliis facile la. démonstration des pro? 
- 'pri^ëii prîécédentes; mais il est 'nëiessaire dé traiter la ' 

•'question pour une position quelconque désaxes, parce 
/' qu ou peut avoir à délenniner les sections principales en • 
un point quelconque d'une surface, rapportée à des axes 
rectangulaires quelconques. " t " 

. Soient a/, 2' les coordonnées d'un point quelconque 
d'nnè surface donnée, et a , 6,7 les angles formfés avec 
' • ''lés axes par kfok tangente à la surface en ce point, on- 
aiira cosy s= p ci08a. )^4f oos^ , puisque t-ëquation du plan .. ' 

. *tangîénv est z — V = p «') -H 9 1 y).9 ^* <ï"® ' 
1^ différend» — ^ y , « — i' sont proportion^ ' . 
^ neRjM ans cosinns des ai^es que fait -avec les aices line. ' \ 

. droite sitdée dans cê plan w Si l'on substitue à coaysà valeur 

** •——Il - ' • ^ 

, ] jJi — cos'a — cos' 6, on obtient . , 

^ • (1) (i-Hi)^)opflPa-|- a^cosa.çotf4:(i +9*)çp6*6==-ti. • 

C'est la condition pour que les angles a , 0 appartiennent 

• . à une tangente quelconque. " ' ' * 

: Si 5 par le point (j/, z') et par un antre point infini- 
înent voisin pris sur ia<iourbe qui se rapporte à cet^e { 
■ iangente; on mène deux plans normaux à cette courbe,^ . 
!jls se couperont suivant Taxe du. cercle oëculateur- de 

: çétteGon(be, et les équations. de cette droite seront- - ' ^ - 

. «.. ■ ' 

Celte ligne étant dans le plan normal à la surface, reu- 

• . contre la normale, dont les équations sont - .- \ ^ 

*r7x'-4-/? (2 — s')==.0, J — y 4-7(2 — a'J.=s=0,. 






.Le» <spOfdoiUi«e» ^, 0 du pcjiit de.n)oco|itre seroni/* 
.donnée» paj* les équatieps 

eu posant* . • ' . 

; (Pu' —pd'x' '-qd'f =:2\)tUK , . 

La valeur de. peut; être transibnnëe eû différenciait ' 
rëquatiôa * , ' 

ce qui donne ' ' 

et, par suite, . ^ 

S r cos^ -H a ^'cosd ooft 6 + r 008^. 

Ou,yoit par là que D reste le même si a et S ne < Imn^^ 
gent pas ; il en est done ainsi du point de repcofitre de là ^. 
normale à la surface, et de Taxe du cercle Osculàteur de 

.tontes les sections obliques dont le p]»i, passe par la 

• même t^ui^nte. : 
. II résulte de là .que toutes ces aeçtibns ont leurs eentm -* ' 

' de Courbure sur une eîi^confêrence dont le plan eâ per- 
pendiculaire à leur tangente commune, iet donHe.di»- 
mèire est la ligne qui joint le point dfe contact au point 
fixe, que nous vouons de trouver sur la iionnale. Ce 
poiiii est donc lui-niênn: le centre de courbure de la sec- 
lion normale-, et Ton voit que les rayons de courbure de 
toutes les sections qui ont la même tangente sont les 

, jprojections de pelui de la section normale sur leurs plans 

^respectifs. ' • - " 

. D'après les valei^jrs que nous a^on» -trouvée» 'pojir. les . 
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cooidoiijiees du centre de courUure de la seeiloii iioriuaie, 
sopi i'^^^a^^IffS^Ji^^^c aura poui^ *^f^9S^^^'i.è^\''^ 

• • ... , • ^ ' ■ 



r cos'.a H- 2^ cosa cosê H- r cos^^ 



^7. Le maxrmmnioa le mimmum de relativeineitt 
à la yarialion dë a .et € ^ correspond au' nii;iînniin oa au- 
niaximum dn dénominateur^ et sera donnë^ f>ar l*ëqu»- 
tion ' • 's 

' • ' • » • * •. ' • . • ' 

' on élinrinera d, cosQt et co86 en diflerenlîant l'éqûar- 

Ûûfi (i), ce qui donne 

^ \\ • [(i H- cosa H- /7<7 cos6]r/.cosa 

= -r [( I -h ^'),cos 6 H:- cosa] rf. cos6 , 

ety-diviMnt «jes deUx équations jutroiadre,- il vient . , 

• •. " .7 . • ' . ■ 

' *' rcosa -f- * COs€ f cos^-h .f fosa ' 

"Les équations (i), (a), (3) déterminent les valeurs 
de a, 6, R, qui se raj>porleut aux sections principales. 
Pour faire plus cominodéirient ee calcul , on multi- 
pliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme 
le premier membre de Téquatiou (3) j et par cosê les deux 

- termes du .second membre , puis^ on .ajoutera les numéra- 
'tèurs én]tre eux et les dénominatéurs entre eux ; la fonctiojA 

résultante, qui est sera égale à cImicuu de$ menabres 

^ • « 

de Téquation (3) , ce qui doni^e • . 

(3) bis [ '■*^'***"+''***^^^K* 4-|^)cos«H-/î7co»î], 
I cos# -t- #COS« ^ D [ (i 4- f •) cosa J , 
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OU • , , ' . • " ' . *\' 

I [B ( I -h/;') ~-r]cosa= (/--y?<7D)cos5-, • 

. . • • • • « 
Ces deux équations, multipliées membre à membre, 

donnent 

ou . • • ' 

...» 

( 1 4- + 9') J)' — D [ ( 14- f -h ( 1 4- 7'j /• — ^.pqs] + rt=zs\ 

Celte équation fera connaître les deux valeurs de D r<;la- - 
tives aux sections principales; et, comme on a • 



♦ > 



l'équation qui donnera les rayons de courbure de ces sec- 
tions sera • " • ' - ; • v 



(5) 



Enfin les valeurs de a et o seront déterminées par Téqua- ^ 
lion (i) et Tune des équations (4). . ' ' . - . . . 

248. Si l'on veut connaître les points particuliers de la 
surface où les sections principales, et, par suite, toutes les 
sections normales ont la même courbure, il faul exprimer 
<jue les deux racines de l'équation (5) sont égales. Il semble 
d'abord que l'équation qui en résulte entre p , q , r, s , f , ■ 
jointe à celle de la surface, déterminerait une ligne ; mais 
il est facile de voir que régalitjé de ces racines conduit à 
deux équations. . • . • 

En clTci , l'équation de condition peut se nietlre sous la 

• • • • *. • • • 
• •• - . ■; . •• — * - 

.... .. 



• <• • «- 

♦ •*■ . • • • 

%. • • •• . . 

* " " • • *• ' 

• 'V • • • . . • • 
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• fonne 

• • • ' • 

...... •..••>■ A<» -H/' 

' or elle ne peat évidemmenl èlre saUsfaite .qu*eii posant - 

• éi|ualion8 qui peuvent s écrire ainsi : . - ' * 



\ \ àénx équations , jointes à celle de la sw^siçe f déivr- 
. mmenf uii nombre fini de points, auxquels on à donné lé 
non^ à*'Omlfâics; Oja,W aurait obcenues.eo iexprimtot que 
' Ij» - talents idé X>, données par les équations (4) v*ont 

* itidépendantes de « ét 6 y comme cda doit être pour que la ' 
coùrbure de toilt^ les. sections iu>rmales'8oît la inètne. < 

* • ■ • ■ * * 

~ . 249. Tan§^nies çonjugu&su — Si Ton .tràjce ^ne 
^ /courlMuqtfelçonqiie sur-une surface-v.et que*, par-tous ses 
points, où mèife les plans tangents à la surface, eé^ plan%', ' 
par leurs intersections successives , clétermitierOntune ^ur? 
•face -idévéloppablë <^rqonscrite à la pfâniièré. -Ses ar6tetf 
' Sont inclinées sur l.i rourb*' de contact snivanl une loi 
v<remnrqu;ible que M. Dupiii a rLcoiiiiue le premier, et que 
^ nous allons lairo coiiuailre. 

La question que nous nous proposons est donc cclle-ei : 
hc point (le contact d un plan tangent à une surface 
quelconiguii sa fléplai tint suwattt uno certaine direction, 
trouver h la limite l^ droite suivant laquelle ce plan tan- 
gent sera ùaupé par ie pfan infipiptént vaùin. jQcs deux 
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diïiectiôns sont taDgcntes è la surface^ et M. Ch. Diq^ir^ 
icnr a donné le nom de tangentes conjuguées. • 

Pour celn , nous piendrous pour origiuc le point «le . 
roniaci delà sui facr avec le plan lani^t nt (|ur l'on consi- ^ 
dère, ol dans lequel nous jn-cudrons It.-. axes dvs x et y:' 
nous choisirons, comme dans Le n" 241, pour dircclions 
de < es deux axes , celles pour les<^uelle6 le rectangle xy ne 
Se trouvera pas. dans le développement de z suivant les 
\piiis$ance8 asccndactes de ces variables,. Nous 'aiiron^ 
alors , pour js.::^ o, y== o, les conditions - 



^ je»;= o, </ = Oy ^ o. 



So'xenl y y' j s' les.eoordoiinées inlinimenl pelites du poinl 
d<' conla( t (Fnn second plan tan^^ nl; ladircelion suivant 
lai^ueile se sera, déplacé le point de contact fera , avec Taxe 

y' 

des x, un angle don l la langenle sera la limilcde — , lorsque 

af^X tendront vers zéro ;.noas^ désignerons cé^te -fimite . 
pi^r m. L'équation du pUn tangent an point xf^ V serît 

.«t si Toa observe qu'à l^rîgine on a\ ^ . ' 

- • . • ' \ . ' • ' ' 

il s'ensuivra, en observant que x', j'' sont infînimeut • . 
petits, . ■ ... V ' . • ^ . ■ 



et Véquation du plan deviendra 



' . V - - m. -" ' • 



I 
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faisant s=o pour avoir riiitci sêt tloîi avor \c promier 
* plan tangent, qui i sl celui des .r ei j)^, il vient, en rem- 
plaçant par fnx' et divisant, par x'j 

• ... 

. . ' ■ y 

Pour îivoIl la droitf iliercliéc, il suffi l de faire x'=o 
dans celte équation, et il vient 



(7), ' yv-htmjr = Qr 



t 



pour ^WUon de la ungente çonjuguëe 6» ceUe dont U 
direption est détcmniiée par '/i. si 'donc on désigne pt^r 
m'* la tangente de l'angle que cj^tte droite fait, avec Taxe 
des X. on aura ' * ' 



d'QÙ 



• On- voit d^c <pie lé&directious dé deux tangentes edn- 
jugaées quelconques SOUt eeÛea de deux diamitijes cçnjii-' 
gi\^s de la section conique ayant- pour équation • 



« 

c ^désignant une constante quelconque. Ceite courbe n'est 
autre .jqUc l'indicatrice au point que Ton considère, et. 
doht TÎoùs ayons, donné Féquation dans le n^ 244. Car 
Jbn- désigné soiù. cette jiénominaliou générale , non^seu- . 
lenientia section infioinient petite, «faite daïis dr surface- 
par un plan parallèle au plan fangeni,' à une distance in&- 
ninfent petite» ^îoaiais eueore à ^ute section conique sein-^ 
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bl^ble k eelle -qui est donnée par rintêrsèction ce plan 

>avec la surface. ' .* 

L'angle des lani»cn tes conjuguées est droit quand elles 
: sont dirigées suivant les deux dianièlrcs conjugués recr 
Ungulaires de Findicatrice, et, par conséquent , suivant.. 
\' les directions des courbures maximum et minimum. 
jNqiIs nous bornerons à ;€eU47faroprfétf Ji^^ 



» des tangentes cdnjllgu ce. s , qui montre un nouvel ^isa^^déV ',. 

rindicatçiçe d^an^ Fétude générale des surfaces, >ê1t%|i^(j|j|' , 
> /f«nyerrons^.pibur piu^ de dél^s^f;a||x,A^iii!phl^'iB^ *j 



> ■ 
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'CHAPITIIE XXX. •. . ' ' ' 

,.,>■■ • ^ . . 

LOIS SUIVANT LESQUELLES VARIE LA DIRECTION 
, ' DE LA NORMALE A UNE SURfACE. . -, 

• • • 

* • * ' " • • - . . • • • 

!250. Pour avoir une ïâée nette de la formé d'une sur- 
face^.dïms le -voisinage d'uit (|uelcoiique de ses poinu, il 

.'ue suffit pas de connaiire la forme; des sections laites par/ 
des plans Jpassant par la normale en ce point, quoique ces 

•courbes détenhinênt tous les poiots de cette surface. Il est . 
encore nécessairéde connaîtrè là loi aiiivant laquelle varie 
la direcdonde la surface elle*ilièmè, ou dcson plan tangent 
quSind on marche suivant une quelconque d<! ces courbes, 
ovi <juaiul on passe Tune à l'auUc. AiiKsl , la courbure 
di s stclioxis uoriiialcs, (['où se déduit d ailleurs celle des 
sections obliques, ne suffit pas pour donner, dans le voi- 
sinage du point , une connaissance approipndie de la forme 
d'une surlace. I^lie ne lait conuaitre que la loi d'inflexion 
des courbes tracées sur celte surface, et non la loi d'in-* 

'flexion de la surface elle-même. 

l^'ingénieuse th«oHedes tangentes conjuguées.ne suffit 

-;pas non plus pour remplir, cet objet ^ car, quoique la' 

' dépéniiiaiiee des directions de ces dcu¥ tangentes soit liée^ 
d'une maliièvè intime à (a forme delà surface, -elle no sau- 
rait en donner tine id^e nette parce qu elje en est une* 

■ eonséquencë trèï-élofgtkée» •* * , 

' On voit donc ce qui manqtie encore dans l'étude que 
noua avons faite jusqu ici de la lorjiie des surfaces. Nous 
ju cumpléierons au mo)fen d'une considération nouvelle, 
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due à M. liettrand. C'e^tde son Mémoire que nous avons *. 
< exiraîl les diverses propositions que nous allons exp'Jser. 

Soient A ly/j^. 9) un point quelconque d'une sur- 
fa* o, cl AZ la normale. Menons par AZ des plans dans 
toutes les directions, et sur cliaciuc fourbe d'iuiei section 
de CCS plans et de la smiaee prenons , à partir de A, une 
longueur inlinlmeiii petite, AM t= î: cette longueur, di- :• 
viséâpar 1 angle des tangentes extrêmes , dounera le «ra^oB . * ' " 
de courbuee. de cette courbe au point A. . ' 7 . 

Soit maintenant MN- là normale à la surface en M. Sa ' ' 
direction sera déterminée par les angles qu'elle fait avei; * 

. irois axesv rectangulaires, par exemple la normale 'AZ, 
et deux droites AX , AY menés à angk droit dans le plan. • 
tangent en A. Pottr obtenir des expressions plus simples ■ ; 
pour cosinus des aifglcs cherchés, nous choisirons 

. pour les axes AX , A Y les deux directions pour; lesquelles ^ * 

on a -j^. i^ul à roriginCi Ce système est unique eu gé* ' 

lierai; on l'oblient en faisant dîspaïailit; li- 1 ^ ( ;an;^de a:^ .' ^ 
dans le dév( lo])pemenl de la valeur de ~ suivant les puis- ' 
sanees eroiss ui les de x el r. La disi ussioii est la même 
<(ue celle que 1 on <ait dans la théorie des < ourbes du se- 
C.ond degré ^ et si, après la disparition du terme raodeK 
mant j^, les coeliticienls île ei r*"cthiejit ^auvV toiu . . 
sjstéme d^a^i^csirectangidaii^s jouirait de la propriété de - : \ 
faire dnq^arattre*ce même terme. Cela posé, faisons, en ^ 
général,, , ♦ • 

011 aura, à rot>igi|ië, ' . ' • * * " • ' ' 

. /;c=:0,' 7 = 0, 4= 0. , ' ^ : 

Si l'on -désigne maintenant par X, V, Z les aèigles que U\\ 
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avec les axes la normale eu un point quelcomjuc de la 
surface, én aura ^ comme on le sait, ' . 

COS X = i p y COS Y == A r/ , ^ fOS Z en:: — À , 

ta valeur de X étant • 



Je double signe correspondant aut deux sens de ]a norr 
maie. 

Appliquons CCS foijnules au point M' et désignons 
pur X 1 angle qui> lait a\cc ZAX la trace AU du plan de la 
section sur le plan lr(ni;cni: les liois cnordonnées X^y\ z 
(lu point i\J seront 1 especti v enieni , en iiéi^ligeant les infi- 
ni ment [Hilils du seccmd ordre, s ces a, ssiua^ o. Pour con- 
naître les valeurs de ^p<t^<)^r—'^ au point M, il suffit 
'd*ajottter à leurs valeurs en Aies acctoissementstpi^elles 
subissent par les changeménis infiniment: petits que re» 
çoîvent les coordonnées quand on passe de roi;igine A au 
point M. Or, au point À ^ on a , 

* ' * dp dq ^ ^ ' 

ert choisissant lô. signe supérieur du radical* On .^nni 

doue, au point iM, , . . • • 

l\) COsXsstrCOStt,' COSTfs: WriOtt). oosZcs— 'l, . 

^t,par$uite, , , 

. ; ' ..j» :_ . ' . \ • 

stn Z = v'cos* X H- COS' Y == t \lr*cot?'%'^ l*sin'a, 

♦ ■/*.*, ■ , . 

^ouv'piîiïque Z èst infiniment pe.lit) 
les Valfmcc'de r tt,t je rapportant à Vorigîne. T^es sont 
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les foîTnulcs très-simples qui (léicrniiiifni la diicrtiou 
(Vu ne normale quelconque iuiinimcut voisine de |a pre- 
. mière. ' * ' 

252^ Nom aVom dît ipie ce qull faut cotmaltrè, c'est *: 

la loi suivanl laifiiell<; varie la direetion de la normale à 
la surface dans le voisinacje du point A. Or, «'est à quoi 
l'on pai vieiidra en exprinianl. au moyen <l«' a et £ : 
1 l'angle 0 que fait avec AZ la pi ojet lion MP de la normale 
M N sur le plan de la seetion, ou la normale à la scclion- ' 
de la enrface par le plan ZAM 5 Tangle ri) de MN avec sa - 
projection, c'èst-à-diré avec le plan AZiM. On. peut re-* 
rOiarquer que la première de c es deux coordonnées ani^u- 
laircs détermine la courbure de la section normale AZiVI,' ' 
' Considérons d^abonii le premier de ces deux angles : il est 
complément de celui 'que MP forme avec AU; iK, en 
négligeant toujours les infinimeni petits cl.è second ordre , 
ce dernier est 1q même que celui de MN avec AU, parce . 
que le plan de l'angle infiniment petit NMP est perpen- 
dieulaire au plan ZAU, et ses lôléb Ibnt des ant^les Huis 
av«M' AU. ÎNlais, d'après les foi mules ^i), le cosinus de . 
Tangle de MiN avec AU, qui est égal à . . , ' ' 

cosXcosa-HcosYsmoii - . . 

aura pour valeur - • - 

• * * • 
« (rcos'a -t- /sln'cc) r= sîtaftss: G. . ' 

C*est le sinus de l'angle de conlingçnce de la section, ou 
' cet angle lui-même. £ti le divi^iaot par ïjàn s, on aura la 
«courbure que nous désignerons par v\ ce- qui douderft'Ta . 
formule , ^ , \ ' . ' * : 

(2) * *»i= rcbs'a -t- ^sin'or. • ' / ' 

■ . î " '' ' • • . * " " ' 

253; Passons ikiaintenaut au second angle NMR H est 
évidemment le jobmplémcni de «elui que MN fait.aV^ia 
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perpendiculaire au plan ZAU. Prenons la diieclion de 
^C^te dernière dans le senB où elle fait avec AX. l'angle 

a + ^ , et chêrcKons lé cosinus positif ou tiégatif de Tangle 

'qu elle fait avec MN : ce sera le sinus de JNMP, ou cet 
angle lui-même, œnsidcré commo positif quand la nor- 
male MN sera du même ç6t4 de ZâU que la droite menée 

sous l'angle a -f- -? et négatif quand il sera du côté op- 



pose. ' ' ! . 

X'expi'es^ion de ce ccisinAs est 



COSXcOSi «-f- - ^ + COSY C08«ï ■ 



où ^ ■ \ ■ 

. s sina cos,« (/ r) , 
ou eucoi e . ; . 

, . . « sin 2- ot 



fi 



Si donc nous dc'signons par o) i angle positif ou négatif 
NiVlP , nous aurons * . 

Les formules {2) cl [o] ilonncnt rcxprcssion des deux 
quantités que nous npus proposions de déterminer \ nous 
allons en^développer les primcipales conséquences. 

254-. Conséqucïices de la fonnulr (3). — Si nous sup- 
IKu^ns € constant, Tangle w variera proportionnellement 
ftu sinus du double de Pungle a: d'où il résulte initnié- ' / 
diatemeiit qu'il est nul pour les quatre • valeurs particu- 
lières : • . : ^ .' * ' : 

• • îr 3 TT • • ' * ' , 

• . • < \ ' • a . . 2 
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c'tisl-à-dii i; (juand le point M Sf tlcphice suivant 1 ime° 
qiiolcoiiquf cli's deux dircclions A\ AY. 

On voit de plus que Taugle o) m* peut devenir nui pour 
•aucune autre dircetion, à moins (|ue l'on uaii £=r r,. 
auquel rns il est nul pour toutfi direction. ' . * ^. 

^ous obtenons ainsi 'Cette propriété remaiv|Qiibie : 

En tout point d'une surface quelconque , U existe 
deux directions rectangulaires telles, que Irs nomusiés à 
iq. -surface menées pw les points infiniment voisins du 
premier dftns ^* une' que/connue de ces deux dà^ections-- 
sont situées dans le' plan normal conduit suivant cêttê 
direction ; elles sont fîonc dans wr plan contenant la 
.preinicra normale , et ,, par conséquent , la rencontrent, 
fjOrsquil Y a plus de deux directions jouissant de. ceite. 
propriété , toutes les autres en jouissent. 

Nous donnerons à ces deux directions remarquables la 
dénomination diraclions principales. U ne faut pas 
oublier que nous avoUs ni^gligé les infi]iil|i6i|t pétijts 
second ordre. Ainsi Ton doit entendre que Jles normalos, ' 
menées par ]£S points situés à uqe' distance -infinîm^t 
petite, les uiieâ des autres dans ces directions, peuvent 
bien ne pas réellement «e rencontrer, mats que' leur plus 
courte distànce, si elle n^ost pas «nnllc, ne peut être' 
qu'un infiniment ^tit -d'un ordre snpéi ieur au premier. 
Cet ordre est au m'oins le troisième d'après la rràiar^ie 
du 270, tome 1" . " " ' " 

On a donné un nom particulier aux courbes tracées 
sur une surface, ci qui , en cliacun de leurs points, ont 
une direction qui jouisse de la propriété que nous venons 
de reconnaître^ on les nomme des lignes de cowhure.. 
On peut évidemment en faire passer .deux par. un point 

'quiconque de la surfaçé, - 

' . ' • » . ' . * 

La^forutulc (3). conduit à une prôppsit^m géné-^. 
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raie, que nous allons faire conuaitre, et doù nous aurions 
pu déduire la précédente^ mais celle-ci se présentait si 
Datoccllenient, que nous aVoiiacra devoir la taire remar- 
quer immédiAtement. Si noua considérons les deux direc- 
tions déterminées par les angles a et a -f- -j a ayant une 

Valeur qùelcpnque, les deux valeurs >de m seront égales 

. et de signes contraire ; donc en ayant égard au sens dans 

lequel noiis avons fait voir qn*il fallait porter Tangle «a, 

>mvan( qu^l était posilifou négatif ^ noiis pouvon» établir 

la proposition suivante 1 '/ 

' Si\ en un'point ^uelcongue d*une surj ace , nousncon- 

sitîéffiyns' deux directions rectaiii^ulaires sar lesqueHes 

Nvus piaillons des lofii^ueuis iujlninicnt petites égn/eSy 

et que , parleurs extrémités , nous menions des normales 

à 1(1 surface^ ces normales feront respect iv-ement des 

angles égaux (i\'er les plans menés par la normale au 

premier poi/it. et chacune fies deuX directions; et, de 

plus , elles seront toutes les det\x comprises dans V angle 

dièdre droit que Jormenl les eieux plans, ou toutes les 

■ deux en dehors,/ ^ 

Cfettè p1(t)priété,' comnic l^a fait voir M.' Bertrand, ' 

'renferme évidemment la prcctédenie. En effets puisque le 

.sens dans le<pel il faut porCer Tdngle «échange en passant 

.d'une direction àcçUequi lui est perpendiculaire, il -y a- 

tiécessai renient une direction intermédiaire pour laquelle 

1 angit' r,) os[ zéro. Il est (loin iiul aussi pour la direction 

pei [)eii(li« ulaire à eclle-ti , et l'on relombe ainsi sur la 

proposition précédente.. . . ' - 
t . • . ■ ' ' * 

986. Co^fèqtfences de la formule (>). — ConaidéronsT 
(lertx dirfectiôns rectangulaire» quelconques corrcspcfi- 

(Idiites aux angles a et a -H,-' Désignant pari», v[ le-s eour- 



348 * LivÂc iv. • . 
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burcj» de ccç deux seciious noiiiiales, nous aurous 

d' » . • - 

ou • ' • , - 

' * u v' = /■ 4- ' •' ' 

On arrive (ionc à ce tliëorèiiie remarquable : 
' Dans toute sut face} I9 somme des .courbures dfe /feux 
sections normales faîtes en un même point i^ar deux 
plans rectangulaires quefconq lies est constante. 

Cette* somme est donc cellt; qui se rapporte aux deux 
sections qui passent les directions piincipales en ce point, 
puisque ces «linTtions sont rectangulaires, l es \alcurs 
de V qui s j rapportent s obiieuneul en donnaut suçcessi- 

vement'à ex les valeurs o et - : elles soDt «donc Iret f." • 

On peut remarquer que Texpressiou dé v, donnée par 
la formule (a), reste la même quaud ou change ot en 
2 ic — oL . D'où Voù conclut que , pour deux. plana honnauft 
symétriques par . rapport à l'un .quelconque d^ceux qui 
passent par les directions principales, la courbuix* des' 
sécrîohs^ eist la liième. 

^On peut .encore faire une aulre observatiom qui n^èsi ' 
pas sanà intérêt. Si Ton partage en parties égales infini- 
ment petites.' l'espace angulaîrie} àiHoùr d^un-point (|uel-; 
conque d'une surface, et qu'on fasse passer des plans par- 
Ci^ lli^ties de division cl la nuiiiialc, la moyenne des 
courbures de toutes ces sections sci a la demi-somme des 
courbures principales , c'est-à-dire des courhurcs des sec- 
tions principales. Car on peut partager toutes ces sections 
i;n groupes de dçux sections ayant leurs plans p^fp^ndi^ 
culaires^ et, comme dans clkéqué grbupe .la'çomme des 
courbures.est la demi-sommc.dea courbures principales, 
.la nu>yenné- générale s^a aussi c#ltc demi-sonmie. Enfin 
cette courbure moyenne h!eâi autre .4*hûse^que celle de la 
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secdon éjoidistantë des deux ëectiôns principales. Car, 

.eo faisant « = 79 on trouve 

. • . i 

, i> — ■■ « - - . 

. • ' .. , a ■ 

•f , 

257. Lorsque les coefficients r et ^ sont de mcm(' signe 
.-auquel cas. on peut les supposer positifs^ puisque cela He * 

.dépend que du sisnÀ daiis lequel on prend z positif) il est 
facile de voir qu^il existe un maximum et un minimum ' 
I^Qur la courliare des sections normales. En effet, la va- 

' leur de i^^ peut se mettre sons la forme 

' > • • *^ . . ' * ■ ' 

.et.ron'reconnak îmfnédiàleinem que, si Ton â < — '\>os 

la plus petite valeur de v correspond à (X = o, ot sa plus 

^ande^à a = ces valeurs -sept r et /. L'invej:^ a lièu 

si Ton a 1 4- r <^ o ^dV>ù l on conclut ce théorème : 

- De .toutes ies sections normales fakes en un même 
point tTune surface, celles (fui passent par les directioni ' 

principahs en ce point présentent le, maximum, et le 
juut/inuni de vourhuic. ' » ' •' 

^«ous donncruiis à 1 1 .s deux sections ^pai liculièrcs le 
nom de sections principale^ . 

Les directions des tangentes à la sûriace, qui sont dans, 
le plan de res sections, sont déterminées p;n Téqua- 
tion (3) du Ti" 247'^ et, 'par suite aussi, les directicms 

• principales et les tangentes aux lignes de courbure,'; 

' Qn anra tdonc. Péquation différentielle des lignes de 
'courbure, en remplaçant- dans' Féquation * (3) , • ces a, 

* cos€l,cosy parles quantités piN)portionnelles.£ib?, dy^ de», 
' • On' trouvera ^nsi • * 

* , ^ • rd.K ■+■ sdj , . tdy ~h sdr ' - . 
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l- 388. Supposons mainienani que r et t soient de signes 

contraires, et que /•, par exempl*', soit positif. A partir 
dedtaro, qui doi)nei; = r, v va en diminuant jusqu'à o, 

qui correspond à tang a == 11 devient eusnile ué^aiif ; 

. ce qui apprend ,,cOj|(iune noiis l'avons fait rcmàrquer, que 
k centre de eotirbure passe de Tautrê e6l^du{>lan langent. 

. Pour a = -<, V prend sa valeui uiaxîmuui, qui serjait un^ 

.miniinnm si l'on faisait abstraction -du signe» Il passera 
, ensuite syoïiétriquement' par les mêmes .valéui% dans.fês- 
trois autres angles droits. On ret^uve ain^x les -résultât» 
4éjà obtenus par d*auft<es ceoisidératioq^. U en serait.de \ 
" même jpôur le,cai9 ou^" Tun des coefficients r, t serait ni^l, 

'Longuenr* et position do la coïkmune perpeitdivuUùm 
• * - • h dfiu»' notinaies infiniment voisines. 

2olV Prêtions 1 uno «les Monnaies- pour l'axu AZ 
iP'ê' 9} X 1^"' axes des x ot^Jies tangentes aux sortions * 
normales de courbure maximum et minimuiiK £11 èni- 
ployant les mêmes-dénominations que..dàns les n^^t â31 , 

ott aura, poiirla seconde noi^afe-, . ^' ] 

* , « ». 

éOsX = «rcpsa, cosï =zrs/siri«, cosZ = — l*.*. .* 
sinZ = Z.==:tV/« cos»a^-!->8in»<». - ' ; 

Soit mené^VAZ { //g. 9) un plan ZAV parallèle à la 
seconde noi^haïe- MA , les cosinus des ani;lcs de la 
trace AV avec les axes AX, AY seront dans le 
rapport que pour toute droite comprise dans le plan ZA\ , 
et , par eouiéquenl , que pour la parallèle à la uorni^iale. . 

donc? ou fait VAX, = 9, on aura : - 

.... A^^ = tSi^V\."'^.^!'ii'' = i-'^'^.. ■■ • 

Oi: U luugueur.UeJa fim u>ur(.e di^nee d àe^ demi 



.nonftàlès est égale h la perpendiculaire MI abaissée iVuu 

.point (le MN sur le plan ZAY; on aura donc 

^ = tsiD('f — a) = i(sinf cosa — siuaçosf), 



1 4 ■ 



^* et, comme o» a 



* ^ 



. " . - r sin a . ' r cosa 

^r>co8'a-i-/*sin'a y cos* a -h jinet > " 

^- *il vient , • . 

. • . . » « — y) sina cosa 

■ * i= -;i=====±========^ ==; -= » ■ • • 

, H'âprès îésrdénominations déjà ^ployéesv 
^ " On voit cjn'elle éSt huile, 'ijué! qtie soit of^ si f s=e^:<*, et 
. '^(jue , clans le cas ron traire, elle ne l'est que ])our x = o . ' 

. 'fil «'ss: ^9.e*cst-à-diie pour les normalesmieiiées* suivant . 

\ .le& directions /des sections principale».. Pour toutes' les^ . 
; autres Taleurstle a»/^le est iniSnimle^it petite du premier! 

Si 1 on désigne par p, f/ lès rayons dé courbure prm* 

cipaux , on a • . - . ^ ^ ^ 



et 



• ^ 1 » ■ ■ I ■ ■ - - 



Vf' sin' a -h p"»cos*« 



' *,On .peut remarquer que la direction de }Ai , .ou de ta 
commune perpendiculaire qux deux Aormale9\ est cf.U^ 
de la tàrigeniç' conjuguée de AM . . • ' 

* En éfiet , la taifgente de Taugle de MI avéc AX est^aliç.^ ' 

k' colQ ou — — .r.-. ; le prdduit de ccllé tangente par . 
tanga est doiio 9 ce qui-détaioiurë la proposition. 

960» Cherchons maintenant la hautetir.à laquelle 
^UTe si|c|ée Ifi commtuio perpendiculaire aux nonnaW . . 



• 4 . 



H: 



■f • 
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AZ, MS^^ll faut pour cela mener, par ia projection I de M 
abr ZAV, une parallèle k MiV, et chercher sa rencontre N' ' 
avec AZ. Or Fangle de IJN' avec AZ ëlaiit celui (jui a clé 
désigné par Z, on aura ^ ■ • 

Air-. 2 ^ z Z''' * 

£t, comme 0, 03, Z sont les trois càtés d-4m trîanglè- 
sph^qu^ réctangle infinimeut petit) on a 

et, par consétiueut., . * . • 

• • ,v Al!l'= — • , ' . . • • ; . , 



/l.e point N' est donc'très-différenl'du centre de cow^ 
bure R de la section ZAU , dont la distancé à A est . 



6 



• 4 ' ! ' - 1 » • * ■ . - • ' . 

T'n introduisant H dans Texpreasion de ÂSi', 'on lui 

lionne la forme suivante : * 

. . V .... . - ' . . . 

• 'ftl • ' 

. • ••AN'i=R..~- . ' ' ' 



AN' m doue plus pètit ^ae,R pui^u'ona Z^&, et le • - 
piédN' de la perpendiculaii^*<»ânmùue.est entre À et le * 
'centre -de' courbute de la'aeeiion. Pour que Toiv'aîit. t f 

AM f= R ^ il faudra qUe g = i f pa^ sHiie^ z ^ ^ ' alors- 

y sera nul : ( i la a a iieiKjiK' pour 1rs se( lions principales.. - 
Si I on vonlail counaitre 1 i (îislaiK c «lu leiitredo cour- ' ' 
bure tic la section ZAl] à la normale "MjN ^ il suOirail de 
considérer le triangle rectangle dontR serait l'hypoténuse 
etoi) Ilundes angles aigus. La distance cherchée serait ainsi 

R sin (ù Qil simplcuieut R b) . Son rapport ^ la communs , . * 

••' ■ •' - •'»".*'»."• * '-' 
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I K rpendiculaire â dont la valeur csi = ^ra 

donc- • . , 

9 • 



Théorème de M. Dupin st^' les. surfaces orthogonales. 
* - 

. ** i^l. Ce tlLë(>rème consiste en ce que : 6i trois séries 

\ebntfnues de swfacei se coupent mutueUemerU, et de telle : 
manière quelles soient à angle droit en chaque point 
de leur rencontre, ces lignes d^ intersection setont pour 

•cliaque surf ace W lignes de courbure^ * . 

^ M. Bertrand^ a' déduit de son théorème fondamental - 
«rie démonstration trés-sîraple de refle proposition. Con- 
sidérons, on cUet, trois séries de surfaces orlhogonales , 
et soient en un point A {Jiii- lo), AX, A Y, AZ I^îs tan- 
gentes anx courbes d'iiitersiM lions des sni-faces que doii- 
iuul r('sp(M livement en ce point les liois séries que 1 on 

. considère. Prenons sur ces courbes les points iTl , IN , V à 
dès di^ances infiniment petites égales -du point A, Ën 
chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui' 
y >pas5ent sont perpendiculaires. Soient ê', y et à', ^ 
les» angles que fout respectivement avec les aices -Â]^ , Af^ 
ÂZ-les deux normales Mm Mm', on aura ' , 

cas a cosa' -+-i.cos 6 iCgS 6' H- ces y cos y' = o. 

Or a cl a' diflèrcnt itilinliiu'iit peu d \n\ ani;le droit, et o, 
y' sont iniiniment petits : vv\Ui éf[u;«lion deviendra doucy 
en négligeant les iniitUmeui petits du répond ordre, ' 

[a] , C0s€'^(0S7s=r O. ' ' 

Soient dô même dti, ^i^fty çt a',, ê'^, y, les angles corres^ 
.poudant respectiveraeitC auit pcmnales Wn^ Ni/, et,en6n 
«»7 o»;> y . ceux qui <:orrp^ndciru aux iior- 



malts P//, Py; ; on aura setiiblablemcnl ' • , ' " . 

{b) co«7, -4- co9«i^ o, 

{c) * cosa^ + oosCfSsO. 

Ces U'ois <''t[uatioiis («), (/>), [c) lésulu-rii de ce que les 
trois surfaces sont rei;]Uingulaiies en tous les points de 
Jelirs iiiteiscclions respectives. Maintèjiant , d'après J« 
ribéorème de M. Bertrand sur les normales à une même -, 
surface, on aura les trois suivante» , doi|t la première 'âé . 
t rapporte à la' surface qui,a pour normale AX, W seconde*. 
A celle qui a pour normale AY» et enfin la troisîèiiie .k'\ • 
celle' dont la normale est AZ : ; ^ ^- ' • ' - • - ^* ■ t 

(ei) - ; C08 6a = C09.7'» , • • *^ 

(e) cos^ .SES coSjK'i , ' 

La combinai soT^ de ces t'ijiialions avec les trois premières ; 
conduit facilemeiii à la démonsiraiion de la proposition . 
que nous avons en vue. En cfTet, si nit^us reportons dans 
les premières les;.yaleurs de trois des cosinus qui^ntrént 
dans les dernières, par exemple ceux qui fom^nt les pre- 
' in^ier» membres, il vient 

cos6'-+-cos«'a=o, cos7'i-f-cos6' = o, cosa'a-|-cosY', = a. 

• Ajoutant les deux premièreftet Vetrancbant là troisième » ' \ 

, on obtient . . . - • 

' * •' - ' ^ • • * * 

. sods€'==p, oti ros6'j=so;* ^ • • 

^nation qui en èntraine immédiatement cinq autres; de 
'sOriequeTon a • . . • 

> - .. • rOs6' =^ O, COS 7 z;:r O, CCS a'j = O, 

c»js6i ç= o, eosv'i = o, "cosa, = 0. 

La première «xpriuie.qoe la tionnale Mm' est (Uns !e 
plan ZTLj «t par. conséquent. rfH^eoiHVe ^^, îiordàale A^L'y 
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d'où il suit que ÂM est dans la direction d'une Hgne de 
conrbnre de la surface à laquelle i^Z est normale. H en- 

serait de .même des autres; fle"»oï*to*fpiP<'es six (Hpiations. 
déiiionfrerit quo les troi^ intersections des suiiaccs pro- 
posées st)iit sur rhacuue d'elles dans .les. direciions de ses 
lignes de roni hure. ' 

Cette propriété ayant lieu en tous les poinls d imc, 
quelconque de cçs courbes, ellq ne sera donc autre chose 
fja'une ligne de courbure de chaçnne des surfaces dont 
^eestrioteirsection. On peut donc énoncer 4e théorème 
saiVant,' $(u| est celui de M. Dtipin : ■ . . ^ • 

1 Lqrfftte trois séries de surfttees se coupenvorthogo^' 
^nalemênt, teurs intersections ne^ont au$re^^ chose que 
leufs lignes de courhUre respeetivesT 

Et ' comme dans .les calculs précédants on-u^a fait entrer 
que la 'considération des 'trois Surfaces f|ui passent au 
point A. on peu! énoncer le lliéorèiue suivant , t^ui en- 
traîne celui tic M. Dupin : 

Si trois surjaccs sa coupc7it de manière à être nor- 
males m tous les pni'ms oh elles se roncontrcnf , les 
courbes d'ùÊtcrsection seront, sur chacune des trois sur- 
faces, tdngente»^4utx lignos deeowbitre menées p^r le 
point eomninn aux trois surfaces. . ' ' 

Eemarçu^ 'générales sut les systèmes de dinàes jhenécs 

par totis les pnints.de Tespcic^.- 
' .' ■ . . ' • . ' • 

..26âl. Les pi-opriétés que nous avons déduites de la for- 
mule (3) , relativement an% normales à une mièpie surface, 

sont caraclérisliqucs -, c'est-à-dire qu*elles n'auraient pas 
lieu relativeiiKiU a un s>slèine de droites dont la ])osi- 
lion serait déterminée poui" y-hafpie |)oinl de l'espace par 
des f'onctiojis continues de ces eoordoniiées , mais qui ne 
seraient pas normales à une série de suriaces. Il n'en est 
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pas île même de propriélés déduites de |a formulo (a); 
.elles ne caracttU^isest pas spéi^îalemeiit les normales à ime 
mèm^ surface. Sfous allons démontrer ces jprqpQsitioi» 
remai:qii.siblès^,€|^i se irouvent aicore dans le 'Aftfnoire 
de M. Bertrand. " - - 

Soîent' X, Y, Z dès fortctioos continues des coordop- 
wévs recl angulaires y, z d'un point qneleonq ne : elle? - 
délerniincHl pour re point une droite unique qni fait aver 
les axes des aii;:;lcs doiil les cosinus c\ c\ c"- seul, propor- 
iionneis à ces luucùons. Si loii pose > 



ci c|uc Ton considère. toujours le sens 0Q;|*re8p0|]dani ait' 
signe de ce radical ^ ees^cosinus auront pôtlr valeurs • 

w- .' v : '-l\ y=i • ' ■■: 

' Soient maintenant M (fig* i () un point quelconqiiç 
l'espace ayant pour coordonnées a', y ^ z \ MN la direction 
déterminée parles équations ( i ) ; MU, MV'deux dîreetions 
faisant des aiii^les droits l une avec i aiurc, c^avcc MIS; 
rz, a', a" et //, fi" les cosinus des aiigles qu'elles, font 
K -.peclixcmenl avec les axes. Prenons, .sur <'es directions^ 
deux longueurs infini luêjil pelrtes, MD^ MD'= £, et aux 
points L), meuous les droites DP, DÎP'^ déterminées 

vénc^ore.^r le8 éqttatioi»j(i) au moyen des coordonnées de 
ces points respectifs. 

Cela posé y nous allons démontrer d*ai)ord là j^remière 
proposition que nous aYonsr énoncée,- et qui conrîsté en ce 
que lés lignes DP, D'P' ne ^ro.nt des angles égaux avec 
les plans NliDjNMD^, et dans le senffindiqué, que ]or^- 
-qu'il sera possible de faire passer par un point arbitraire 
de l'espace une siirface qui , en cliacnn de .ses points, soit 
normale à la droite déterminée par les formules (i). Dé- 
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l(M miaous d abord l'aiiglc oj do DP avec le plan IN MU, 
011 son cojnpleniciit , (jui c^t W\u.j}v de l)V avec IMV. 
H(-tiiai(|uoiiS9 pour cela, que les couiUouuécs du, point O 
seâX)nt, ' ■ ' • . 

. •' ^ «4-«r.i, jr-i-a'Sf *.-J-a"g, 

• ' * 

que les fonctions c, c', V de'ac, y, z deviendront res- 

pectivemcni, pour ce point, .• , . " . 

/ t/c (le . tic \ 

•'+:[•■ -a -âi)' ■ •■ ; 

/ de de' de' \ ' . ' ' . « 

. / de' ,de"' „'de"\'' 

Diaprés «es valeirrs des cosinns dfs angles de DP avec les 
axes , le cosinus de l'aiiple de DP avec M\' , <hi le siuiis de 

I anijiu '>), (ju enfin {'cL aiii^l<' l ii-nirnie, puisi^u il <'.sl in- 
fininicnl pi'iil, aura pour cxpressiou, en observanl <juc 
l'on a bc -H è V h" d' = o , • ' ;•• • * . : \ 

. i de , de de\ , , / de' , de' „ 

.il est presque intitile de rema'ix^uer que, si l'on prenait le 

point 1) sur une courbe quelconque langente à MD, la 
valeur de ne sid)iraii aucun cluuigcmenl-, puisque nous 
néglige4>ns les lidiuinicnl pdlts du second ordre. 

Sî mainlcnanl ou vcul calculei I angle di D' I^' avec le 
plan iNlMV, et dans, le même «ens par rapport .à^ce pian, 
il faudra , dans l'expression précÀleute» chatiger q!'^ 
on b , b"^ et b . hf^ b'I ^n- — - a',.î-< Si donc fm 
prend eet^aûigle en sen» epttlraîr^, ce <]iii se fera emobian' 




• géant les sigiHîs^.ou aura,^lé. déMgfQtfnt par co', ' • < 

„/, rfc". ,,dc" .„dc"\- ■ • " • 

Ce <\[w nous clierchoiis, cVslla t untliiioi» pour ({uc 
quelle que soit la diructioti MU. Or, en formant la didé- 
. rence co.-t- c^, se rappejanl les fQrjDplus connues 

qui résullcjU de ce que les trois directions cîi M sont rec- 
tangulaires camme les axesty ou trouvera immédiatemeut 

La f^adition ui^cessairc et suffîsautet^our que les angles 
r,/ soient c%aiix, est doQC que.le second in<30ibre de celt^ 
^nation soit uulj et Ton iremarque^ que , commë U .nç 
dép^errd^ue ae,^fianiitéf cQfis^ntés pour le méhte point 
, M; 5*// est nui pour uiie ùiertaine diiicliqn choisie pour 
MVy.illeserapput:t<>itte autrcM Mais on .peut, darà cette^ 
équation 'de couditîbn y 8iibstituer.aux«qu^nUtéftc, V/) 

quantités - respectives X , Y , Z qui' leur amt pi o^ior- 
tioiinelles. Car la forme de cette cquaticrh fait reconnaître 
immédiatement que 1 iiitiududiou d un facteur commun , 
fonction de y , z , dans les <|uanlités c, c', c" , ne ]u-o • 
duirait (jue des termes (pii se d«ki ni raient, et uu facteur 
commun que l'on pourrait supprimer. 

Âinsi la condition analyliniu nécessaire et >tliiisante 
pour rég^lité des aïi^les oi/ eikl 

• , ^ . .. * ■ 
Or««Ue^coijKlitâoii^t précisément <^lle de TiiUtégifdxiliLé 
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et, quand elle, sera remplie, cette dernière. éqnaiîoii re-. 
pré^terà une s^iie de surfaces, en cliaque point des^ 

^•^eUes la normale feifa i avec ^les a^ea^, des angles dont ' 
:les 'cosinus ser6nt proportionnels à X, Y , Z/ 

' , Auwti, l'ég^làé des aa^gles tis/ en-un point ^w/- 
t:oiufite*M. t^Pespace , entraîne cette conséquence , (/ue, 
par un point arbitraire^ on peutj'aiic passer une surface 
telle j que ses normales se conjondront avec les droites 
du système en question . * 

Colle propriété , (jiie nous avions rcc<»niiue pour une 
surface quelconque, est donc caractéristique y elle n'ap-' 
parlienl, qu'aux normales à une sui'faee : ^Ue ne subsiste-. 

/pins pour tout autre sjstémede droites. 

* 263. Le second membre de l équation (3) uu dépcuidaiii 

nullement de la dlrccliuii pai ulière de iMU, il s'ensuil 
■ que la diOérence des angles <). ro'j qui est nulle dans le 

cas des normales à une nième surfaie, est couslantc . 

pour un même point, lorsque Ton considère un .sjslème ' 
' quelconque de drôles, dcteiwuées en -cluique point par 

des fonctioiis coiUihùies de Xy jr^ z. Cette remarque est. 

duç à M. Slurm. V. ' '. 

204. Passons maintenant aux propriétés résultantes de 
la comparaison des courbures des sections normales faites 
dans uue suri'ace par des plans iiormant entre eux un 
angle droit ^ et voyons si elles sont caractéristiques comme 
.les précédentes, ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des. 
normales à; une même surface, on considère un^ système 
' Gontii^tt quiconque; de lignes d^Kntes.Jpans une surface, 
les normales à la sqption ne so^t àutre chose que les pro-*^ 
jeclions^s normales à. la sur^ice sur h plah'de cette tec- 
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tioli , et la coiirbuiT de la'st rllon est le rapport de l aiii^le v 
de deux normales inliiiimcnt voisitils à l'arc comprî^i.r' ' . 
JNous allons général isef celte considération pour le sys- . 
' ^tème de droites déterminées on. chaque point de Tcq^ce 
parles fonctions X, Y, Z. Pour ( cI a, nous ferons passer 
p4(i* une quelconque MiX de ces djn>ites unj^lalÉi qiiêlr 
conque NMUfet nbus projetterons sûr ce plan tontes les. • 
^droites < du système <]ui se rapportant à ses diflërents 
points. Lenrs^ directions étapt déterminé^ en fpncrîdn des ^ ' ^ . 
coordonnées de cliaquc^>bint rapportées , par exemple, >à 
des aites pris* dans ce plan, on sait qu'il existe une série 
do rourhcs normalrs à ces droites, parce qu une ecjuailoa ' '> 

dillérenlie'lle entre deux variables a toujouis une inté- 
grale j < l ni)us considérerons celle de ces courlx s (jui passe \, 
par le point M. Lorsque le syslème j^énéral des droites 
deviendra celui des normal e» à une série de surfaces , cette 
courbe lie sera autre <hose que la section de la surface . -» • 
passant en M par le plan JNMl^ ('eln pose, Ta ( ourbure v ' ' 
. ^ .lâe la çoùi*bc que nous venons de déterminer s'obtiendra- . , , 
'iSômm'o dans le casi où les droites sônt normales .à une . . 
•inème^surface. On pren<Ira' sur MU une longiiefUr Sofini-^ ' 
^ i|iient petite MD e, on mènera parle 'polù^ ]i>' fa droite . v'*? 
ibP du système-'en questiqii , et T^n cUerclierft^l<(!^^i^^>èiÉj^ - . ' / * 
^4e' Tantale (|u*elle fait avec MU ; i^ sera le mèraet|n6 
'•'^e la projection de DP sur iNiMU fait av<ic; ML , et, par 
conséquent, sera ic sinus de j'angic de cette projection 
avec NM, ou cei in^le raème. En faisant usage des for- 
iHulf^s déjà calculées pour ia^ direction DP, et observant ,' . . 
d'ailleurs que 7 . " - . . ' ' v \ - 

• - . rtr -J- ti <•' 4- a « .= o, ' » 

• , *, ' 

on a pour ieiîosinus de Taugie des deux directions MN^ * 
DPy QU. pQur Vangle de contingence dé Ja c^pi4>e dont il' 
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•.■ :. \'/'de ''dc- ,1c. À di! ■ ,dé ,dil\ 

t 

' - Eu divisant cette expression par €, on aurait la courbure 
■' ^ ' .chercliée u. Mais si , pour siiiiplilier les calculs, on prend 
•j,' , la direction M\ pour axe des r,'on aura a" — o ^ et 1 ex- 
• pressiou de v sera, en désignant par l'aogleque fera MU 

;àyec le nouvel axe des x,' • • . , * ' ■ > 

. *-. v#v* » </c ^ tdc dc'\ . . Je' . 

. , 14) V = 3- cos*« -h r tr -r I 9in*«».a ■+- -j- sin*a. • 

..o ■ • .-. dx ' \dy dxj - - djr 

• • - Or celte formule va nous démontrer les mêmes pro-"\ 
' priétés que nous ont olVertcs les sections normales d'une 

. ^' ./surface. En effet, nous diangeons œ en « + boub 

* ' , trouverons, pour la courbure v' relative au pjan per- 
/ * pendiculaire à NMU , »- .1 ' 

' . cfc . , /Jr ./c'\ . . de' • 

. . . • 

' ' - • ^ <fc • de* 
' ' \ ' ' da^ dx 

".-■La somme des courlmres relali\esà deux pl.uis [k r])eiKli- 
' ^ .• cula ires entre eux , irit p.ir M N , est doue < onslanle ; 
- " d'où il suil déjà que, si 1 une est maximum, l'autre sejra 
* , .mmîmum, et réciproquement. Mais, comme cela n'in-/ 
diqoemi le nopabre, ni la position des plans qui se rapr 
• portent à ces maxifta oa minitna, ehereh'ons, en gâiéra], 
les valeurs de « qui peuverii donner dc'pai^îHes valeùrt^ 
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à i^a règle or(linair(: conduit à I é<[ualion " ' V 

•d'où il résnlle que les valeurs do a no couslruii oui ([ut? 
deux diioclioDs, à an^lc (li r)il l'une sui- l'aiilrt', cl coik^s-" 
■ pondant , par consccjucnt, Vmm à uu maxiuium et l aulre 
' à un uiiuiiuuui (ic courbure. ' ' ' '■ 

Oii voit donc que les propriétés relatives à la cour- 

• hure des sections noraialcs ue soul pas caractéristiques 
' ^poar les surfaces ; car elles se retrouTciit pour tout sjs^ 

tèmé de direclioDS délermiiiées en chaque point par des 
^fonctions continues queléonques des coordonnées de^Oe 
.point. ^ Cette distinction 'entre les propHélés qui con-* 
viennent àjMus les^ systèmes et celles qui ne 'conyieiînëiit : 
'qu'aux normales à une sérié de surfaces » 'ftiÀlte une at** 
tentîbn particulière. » 

- 26.J. Njms K'riniucrons celle discussion par la rc( lierehe 
des directions perpendiculaires à MiN {J'i^- i «)• suivant 
' ' lesquelles il faudrait juareher pour que les dr.oites iniiui- 
ment voisines se rencouttc^seni. On sait, parce qiû pré-.' 
çède^ qu'H né peut. y en avoir -deipc r^lfingu] aires ' 
chaque point 3 car alors les droites proposées seraient nor-, 
malies à une même «urface ; mais bn ignorç s!i| .en existe , - 
et t!Z»mlnem elles se trouveront situées. • - ' . - 
â«ni M.U- une dh*ection telle , qtie la droite iSP du svs- 

• ' tèine, menée pai\le point D situé. à. une' diatànce infini- 

' ment petite e de M, rencontre MN, on négligeaiut tott-; 
'. jours les infiniuu.nt petits du second ordre. 

' 11 est nécessaire et snftisant. pouj' cela , que l'angle _w, 
'* exprimé par la fornnile (3), soit nul. Celte condltiou 
sera plus facile à interpréter si l'on prend JU ilroile iSUS 
pour axe. des z *, on aqr^ ^lyjiîs,^»^^ . y\.>U^- ' 



o. 



• tàràawLmitt ou A^moim vaffÉxxrmxAw». ' ôtà 

et si Ton désigne par a l'angle de MU avec i axe des a:, 

d'où résuliera . " 

- • .... 

l'équation qui exprime I4 rencontre de iNlN avec les.tU'oites 

ipfimment voisines devient - 

. . , ♦ "* , 

& . , fde *'V A* . ' 

. ç«n'..+-«o.,co..^^^-^j-^co..«.= o, . 

ott, en divisant par 008* 

Cette équation'étapt du second degré prouve qu'en chaqilè ' 
point il y a déiux directions au plus jouissant de la pro- 
priété en question , si Ton excepte Ijes points singuliers 
pour lesquels les trois coefficients seraient nuls, auquel 

cas toute valeur conviendrait pour 9.. On peut d'ailleurs :. 

facileraenl voriiler que ces deux direclîous, loi siju » lies 
existent, ue peuvent être à angle droit en chaque point, si 
les droites du systc-nie ne .sont pas noinialcs à une même 
surfacç. £u cilet, ia coudîtiou d'int^rabilité de l'équation > 

n'ayant pàs lieu', on n'a pas, «à Torigine des coordonnées, 

^ -T- = O , OU ' ir -T^ 

: dy . dx , dy dx ' ■ - 

donc le produit des racines de l'équation qui .n:^st 

dx 1 , , 

' — nest|>as égal à — i, et, pat" couséquenl, les di- 

sections données par les deiix racines de celle équation ne . 
>9n| pas rcclangulaircs. * 
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^ Lignes de courbutè* . ^ 

"âm., Si, pnr tous \ei poitiis d'iine. ligne tratée sur Onc- 
sarface, op mène des normales à cette sûffat e, elles, sont, 
en général, dans des plans difiérents, et la plus courte 
dis^uce de defix 4^en(re elles, correspondantes à dça 
points infiniment yoisins sur la surface, est an inihijmént '> 
petit du même ôrdi r i^uv. la distance de ces deux points et . 
que Tangle ^ie ces mêmes normales;»' . . 

Noas «Vous déterminé, dans le ti* 287, les équatîo^is 
tliiliéreiuiclli's des ligues qu'il faudrait tracer sur une sui - 
face pour(|U(' la ])lus courte distance des jiorniales succcs- 
.si\e> jùt, iiuii pas nulle, mais infiniment peliie par rap- 
j>ort a la distance àv^ points corres[)Ondanl.s de la surface,, 
OU, en général, à 1 accroissement inlijiiment petit du pre- 
mier ordre des paramètres qui en déterûiiineui la pQsl? 
tion j et iious avons vu «pic cette plus enuile distance sera 
au moins du troisième Ordre. Il est facile d*cn cçii.^i^i^ 
què- les normales se irôiiyeroht alorà tangentes .à i^nc 
.même côliirbe à double courbure; et que leur 
forinera, par conséquent,' une .surface dévdoppable.\; 

Eneilet, soient M; Mi, M», * • • les pieds des perpen- 
dîcnldrès 4^omniui/s à rhacune . de ces droites successives 
et à l.i suivante- l.e polvgonr M-Mj îMa,. . . aura ses côtés 
inlinimeni pelilsdu premier ordiH", si l'on ex( epte le cas 
particulier <-uï tous ses sommets leiùlraieut à se réunii' en 
un mèiui' poliil . Jl u iidi a donc \ers une cerlaiuq coui.be 
généralement à double courbure. • V 

Si mainienan^^on considère lé triaugle' qui ' a pour 
côtés MMi et la commune perpendiculaire passant par 
M, sbn anglè en Mi sera iniîmmeut petit, puisque Ic oôtë 
djflposé' est d' un ordre supérieur è MMi ; d^où il suit^que 
Tangle de MM| avec la droite, àa système qui pass^ eà^ 
.'llil^j'^tend vers Kéro.'Dcbr'iontes ces droites onl pot»# }î,-'* 
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miles lis taiiji^t'nlcs à la l ouibo liinittî des jioiuls M, M,, 
Mj, .... ISous avons iioinmc lignes de courbure les lignes 
tracées sur une surface, et jouissant de celte propriété 
^ue la plus courte distance dc& normales est du lioisième 
çsdre. IS ous allous lesxetroaver-par ceilo conudération . 
que leafa équations soient ^dsfailes par 1( s coordon^ . 
nées- d'un même point, en négligeant les infiniment. pe- • 
tîts d'ordre snpërieui' au premier. 

Sbient jr, y, k les coordonnées d*un point quelc6B<{ue v 
d'une àiirfiioe, les équations de la normale en ce point se- 

ront ' ■ ■ • 

r — j:'-f-y;(5 — s')= O, ^ / -f- y ( 2 — s' ) = O. 

•L^ point d'iniersecttou de cette: ligne .et de la .normale 
au.- point infiniment voisin / dont -les coordonnées sont ^ 
op'^ y-¥- "(fy\i f sera donné, en négligeant , 
les infiiïiment petits-d'ordre supérieur au premier» pdrk j 
comHn^on de ccf deAx équalûons et de leurs différent' 
•lîelle8par>apport«a:',j^', s', quîsont* 

, ; ^'da^ — pdz' + ( nW H- sd/ ) (3 - 2' } = o , 
*QU, en remplaçant dz' par pda^ qdy' ^ 

• ' • • 

i ( I 4- y^' ) djc' 4- p<l (ly = ( rd.r' 4- sdy' ) ( 2 — a' ) , 
(.(I '^q^)df -^pqd£;=-{tdy 'i- 3dj:'){^A-^s^). \ 

' lla.conditîon poUFque'lès deux normales se rencon- 
trent^ sîn'btiendra en exprimant que les valeurs àez-^z* > . 
sont les mêmes dans ces deux dcrniëres'équacions ; on re*- . 
trouvé ainsi l'équaiiori du n" 257, ' 

-H ) ti^' + pifif- 7' ) -^pqàx '. 

,rdx'-^idy. tniy-h.sdx' ' -, 

' • ■ ' .. • ■ i • - • ' " 

'é(}ùaliou qui esMa même que l'équation (3) du même .'^ 
^numéro, et donne, par corLsû^ucnty poui iv.s deux 



(8); 
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valmirs f|nî se rapporlon i ,iu\ taiii^t nics des sortions nor- 
males (ItMoiii l)ui os maxiiiiuin cl iiiiiiiininii. SiMileinoîil îl 
faut bien observer (jue ct tic <'<juaiion n expiime pas que 
iéfl deux notioales se. .coupent i-éf^Ileauu^ty puisqu'on a 
wé^^.ieA tèrèiès du second 6rdrer; mais^e l'oiv tlKH^^ 
viâ^^pour .r , z des valeurs <{tti satisferont lolÉliq^^, 
iiibtis de Ja première noraule, et;tdles,;fp*^il|^ibàBât(0^ 
. de quotités d'ordre sûpérieUr au prém]erv%lt^ satis^ 
\ ^9^iéÉit4la sctionde^ Éile exprime donc qiieja ^«i&tÊ<i^^te. 
.d]$Qttice deux normales est nu i^fiilininti$t^^«if{^ 
troisième ordre. ' ■ . ^^^^i*»»^ 

Km cbassaHtlèsdénoniinaieurs, on luî dqimei'a 
suivante : . * ' . ' « • * ^ - ' ' 

( 4-(i -H/>')'— wr^'o. ■ 

267. marque, — Si Ton considère la normale en un' - 
point M-d'une suriface , on 'peut se proposêi* de détennîner 
W courW qiiHl faudra h tracer sur la surface pôtLç>qiifKit»V 
noroiaïês à çette luifaoe. menées par tous les'' pûitifs de 
'oette-coui{>e reilcontrassent rigoureusemêiu la p^tmière^ 
' Çette courir aurait .la même tangente en M que 4a ligné ' 
(le courbure, mais ne se confondrait pas avec elle.* On a' 
|)ei>st* (|u <'n prciuuu sur < elt<' ( ourl)0 à partir de M un ave 
iutiiiiiuent peill MM', puis construisant une courbe jouls- 
Scint de la niôine pr opriété n lalivement à la normale en 
M', et continuant ainsi indéiininienl, on aurait tracé sur- 
la surface une co^rb^ telle, queies normales menées par 
se^ diilérents points se rencontreraient rigoureûseioiietdt, 
.ce qui n'a p<is liçu pour les lignes de/courburës.^CeCter- 
supposition est. illusoire. On remarquera- d^dbord queJes^ 
nortoiales aux divers pôiitts .4'uh de ce^'aircfr infiaimèRt 
petiKs eoupcn^t toutes la première', mais liLC^sê coapçraîrnt' 
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pas cuti (; L'iies ^ de s;n te qvi'ii m? faïuîrail considéi or 
les exlivmcs, ce qui iioUie j icii dt* bien nol à l'esprit, il 
est facile de . voir ensuite que le Heu limiie de ces arc»' 
n'est autre chose que la ligne de courbure. Car puisqu'en 
chacoQ de ses points il est tangent k la ligne de courbure 

passant eu ce poiui, le y a Ic^ mèuie valeur, et l'équa- 
tion diffêrenticlle'de cette ligne est la même ^et conduira 
,a la mème^ét^ation iiiiie. Il reste donc à 8*expliquer 
^comment la surface, lieu des npniiAleftqui ne se renpon- 
trent pas rigoureusement, peut être la limite dVne sur- 
'face ibrniée par les normales qui se rencontrent réelle- 
ment*, c'est-à-dire comment une surface polycdritjue peut 
tendre veii) une siu facc où 1rs i;énéi ati ices su< oessivcs 
ne se c()up( ni [)as. Or t est ce dont on rencontre à « liaque 
instant des exemples. Par exemple, la surface rorniét- par 
les côtés iulininieut petits d'un polygone insci it dans une 
courbe à double courbure, a pour limite celle qui est 
formée par les tangentes) cependant ces deruières ne se 
rencontrent pas, tandis que les génératrices de la première 
surface, ou les côtés indéfinis du polygone, se rencOAtrënt. ' 
C'est même à cause de cela qu'on appelle ^tii^ee</étWo/r* 
•pabie ie lieu de toi tangentes, parce que cest la limite 
d'une surface 'bomposée de faces planes ayant cliacune une 
droite commune avec la suivante, et ponvaht par consé-. 
quent être rabattues toutes sur uu même plan , sans solu-, 
lion de conllnlLé. • • • " 

' 268. Si Ton élimine Rentre les équations (S), il vient 
(lo)- — . 



Celte équaûou, jointe aux équations de la normale , 
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<1éi(Tiiiiiu'i ;i les i ooivIouik'ts .r, > , z du j)oinl de rt'ii- 
roiilrc (IcsdcuK iiorinalfs iiiliiiiiut iil soisiiies^ cl Ton niirn*' 
la surface, lieu de tous ces j)()irils.(!(î rencontre , en élinii- 
jiani x', y', z' eutre ces trojs é(ju,aUous et œlle de la sur- 
(ace donnée. . • ^ • 

269. Les équations (8) ne difiBàrent des éqm lions (d^ bis 

que par le changement do en [z — z'). La valeur dtt 
* 

[s — > V I + "H 7*, ou la partie de la normale coiut 
prise entre le point de la surlace et le point de rei|coii^>e 
avec la normale intlniinent voisine , sera donc éga)e. à 



=7^1 + p*.-^ ou à R. Ainsi , les dislances du' point de 

la surface aux points où. les normales infiniment voisin^es 
SI' renconlrent, sont égales aux rayons des t ourbures prin- 
cipales. Ces deux polath de rorvcontie ne sont donc autre 
chose que les centres des courbures priucipales. • 

, ^70. Qela posé , déterminons la courbe .qui en ohaqm 
.de ses points, jouit de la propriété dlétre tangente- à la 
.section principale, et qui est telle, par conséquent, que 
les normales à là surface, menées par dcfux points infi- 
niment voisins, pris sur cette (^lirbe, se rencontrent. Les 
coordonncM's x\y\ z'd un (juelcontpie de ces points sa- 
tisferont à Téquation (r)) et à celle de la surface : cotte 
dernièrcî donne z' vu fonction de x\ j\ et, si Ton substi- 
tue celle valeur dans l equation (9), on aura U7ie ctpia- 
tion du premier or4re .entre x\ j\ et du. second degré 

par rapport à jp\ on l'intégrera, et l'on i^ura deux équa?- 

lions linies, renfern^anl cliacune Uf»e « onstanle arbitraire, 
fjue Ton déterminera en exprimant (pie chacune de ces 
deux équations e^ilre et est satisfaite par les ( oor- 
donuées du point de I4 suriaoe par^lequel on voudra taire' 
passer les courbe^/. • 



C'csi ainsi qu'on détermine les équations de ces lignes 
reni.n quables auxquelles ou a donnié le nom de lignes de 
courbure. - , . . 

S'^iv Chercbonk maintenaut l'équaticm de la 'surface L 
. développable , lieu des normales à la surface dpnnëe 
i^enées par tous les pcnnts- d'une de ces lignes de «car- 
bure. ^ * 

Les équations d'une quelconque de ces normales se- 
^ront . . • . 

— Jt' — «'Js=:o, j^-^/-h^(« — «') =0, • 

elles coordonnées .r\ y\ z' devront satisfaire à Téqualion 
de la surface donnée et à Tintégrale de rëquation (g). Si 
.donc t>n élimine x^^^ y, V entré ces^ quatre équations, 
Véquiition finale entre a/, ^ sera cdle de la surface 
cherchée. " ' / ' ' . 

Les deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes 
de courbure qui passent par un même point, se coupent 
à angle droit ^ t:J , on généi ai, toutes celles qui se rap- 
portent à Tun des systèmes de lignes de courbure coupent 
à angle droit toutes celles qui se rapportent. à 1 autre 
système. ' • . * - 

£7$. Enfin, si Ton vent connaiiré le lieu des points 
dè rencontre dés àormaleii cqjpsécutiyes, 'ouraTètede re- 
bronssement de la surface qui est le Heu de ces normales , 
il iaudi a joindre rc-([iiation (10) à celles <|ui ont déterminé 
l'équation de coUo ^urlace. On en éliminera x', V, z' au 
moyen des deux équations de la normale, et de ( clic de la 
surface donnée ; on aura ainsi une seconde équation 
entre a?, «, qui , jointe à celle delà surface déTelop^ 
, paUe,, déterminera l'arèt^ de rebroussement qui conses-^ 
«pond à la ligne de courbure que l'on considère. 

Cette seconde équation entre ,jr, étant incLépe^i* 

: "II. ' V' '\ • • ■ '4 * . . 



dmie de la ligne de ooorlnire, est satîsfiàite ptr les ar^es 
de rebrooMement rélatÎTes & toutes les lignes de eoarlmre 
delà surface donnée 5 elle représente donc le lîeu de ces 
arêtes, ou de tous les points de rencontre des normales 
consécutives de la surface donnée. 

â73." Las |MHitt8 de rencontre des nbrmales oonséca» . 
tÎTes sont, comme nous FaTons dit, les centres dés cerd^^ 
osculateiirs sections principales; nuds il faut bie^^^ ' 
f^arder de croire qu'ilsr soient les centres des cerclés dsèn- 

lateurs des lignes de courbufef *car les normales qui y 
passent sont tangentes à une nicuio ( ourbc, propriété qui 
n'appartient jamais aux normales qui j)as6eiit par les 
centres de courbure d'une courbe qui i/est pas plane. Or, ^ 
en général , les lignes de courbure ne sont pas planes; et 
môme elles pourraient l'être sans que leurs cercles oscu* 
lateurs se confondissent uécessairemeiit avec ceux des 
sections principales : on en voit un exemple très-simple 
dans les. parallèles d'une surface de révolution. Il &uty 
pour que les centres de courbure des sections principalear 
soient ceux des lignes de eouil>ure, que les planis oscule^' . 
tenrâ de ces lignes «oiçnt normaux^ etqae, 'par oonsé> 
quent, les lignes de coucbufe soient les lignes de plui: 
courte distance sur la $urft,€e. ; V . — * ^ 

Application au paraholoïde èlliptiçue. 

274. Soient 2 a , a & les paramètres des paraboles prin- 
cipales d'un paraboloïde dont Fasse est dans la^direp^^ 
des z positifs; l'équation de cette snitfaee seni . 
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el l'on aura 
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L'é^ualiou (9) , qui appartient aux deux lignes de cour - 
bure,^eyient ainsi, en posant | s:;: Â, a (a — 6) B, 

■ * /dr\* (ÎY ' • 

SI Fou difléreutie cette c<^uation, 011 obtient 

("we->-'-«)-<-«)S 

Si l oii tlio do îa précédente la valeur de — Aj^'-H B',*- 
et qu'on la reporte dans la dernière, on trouve 

Jy 

DÎTisant par JÇT devient • . 

Les trois termes étant des dérivées exactes, ou aura, eu 
Vntégrant, . ' 

aoù Ton tire, en ini%rant de nonvean, . 

♦ 

Mais cette ëqtiation , avec deilx constantes arbitraires, est 
Vintégrale de Téq^ation du second ordre, èt doit renfer^ 
ver, ooinme cas particulier, celle de la proposée. En sub- 
Mituant èè|te valeur de ^ dans FéquatioB du premier 



37?. MVRE IV. • r 

ordre, on trouvc^ra eiiUe (> et C une coudition qui ré- ^ 
duira ces coiuiiaiites à uue seule. Celte condilion est < > 

G' = ^-^-^ 9 de sorte que l'équation générale des lîgxies . 

de courbure du paraboloïde est 

OU, eu substituant à A et B leurs valeurs/ 

. . • . • • • ' 

j^>=9C«*H ]^ - 

Ces courbes se projetteront donc sur le plan des a? et ^ ^' y. 
suivant des hyperboles ou des ellipses , suivant que C sera ' \ ; 

positif ou négatif. - ^ ^ 

La valeur de cette tonstautc sera Jélcrmiuce si l'on > 
(loiuit; les coordonnées x\ y\ du point de la surface par ^ , 
lequel ou veut faire passer la ligue de courbure : ou aura . 
.ainsi récpialiou * V ' ' . '^ 

ou , • - ' , ■ ^ , ^ ■ ; 

d*où l'pu lire pour C des valeui's réelles inhales,, l'une . 
positive et l'aulrC négative, que nous désignerons pÂT.tt. ' ' 
et — 6« Les ëc|nanons des deux lignes de courbiire^]$.se' ' • 
croisent au point donné ont donc pour équations 1 - ; 

b -i- aa - . • - •*.. --.. •. 



et 



Ws^Cx'H ^ ^* 

■■ 

Si Ton suppose i| la parabole, située dans le plan . , 
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des je etz^ est celle qui a le plus graad paramètre. Les 
hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de 
cpurliUFe ont alors leur ase réel dans la érection de Taxe 

des et sa longueur est y/ j elle est 

mutnpour a,= oo , el sa valeur est y'/; (a — ^) , les hyper- 
boles se réduisent alors à l'axe des y. On voit donc qu'en 
portant sur Taxe desj^, de part et dVutre de l'origine, 

des longueurs égales- à (a — b)^ on aura les - limites 
entre lesquelles tombent les sommets des kjrpefboles ^ qui 
sont les projections d*un des systèmes de lignés de cooPr 
bure. 

L'équatîon*qui représente les projections des lignes de 
l'autre système donne toujours des ellipses réelles, parce 

que l'on a a6 — & o, ou ê >- En e£fet, si Ton sub* 
b 

■sûtue-^~à C dans Téquation q^i détermine cette con- 
stante , on trouve un résultat négatif; et, comtaie elle n'a 
qu'une seule racine n^ative, cettë i:adne est numéri- 

•quement plus grande que ainsi Ton a ^I>-» qu«b 

que soient x'^y^a Téquation. ne donne que des ellipses 
/léelles. . " ' * ' . . 

. Le demi-àice des x, est égal à y/ demi" 

*«C des à y/ valeur minimum de ce der- 
nier êorrespohd à € ss «o , et est ^b(a'^ h)i elle donne 
les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure 
des axes réels des hyperboles. Dans ce cas, l'ellipse se 
confond âvdc une partie de l'axe des y. 

Si l'on a x' ~ o„ une valeur de C est infinie^ 1 autre 

est pQsiiive si i ou a j' <^ sib (a — b) , et négative dans 
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le cas contraire. Dans U premier cas, les deux lignes * 
de eourbure sont une hyperbole et Taxe des y \ dans le -\ 
second cas*, ^les se composent d'une ellipse et de Taxe • • 

des y. V * • 

Si^^=o, une des valeurs de C est nulle, et Taiilrc ^\ 
négative. Les deux lignes de courbure soiil alor? une * 
.ellipse et Taxe des x. 

275» Les é^[ua lions qui déterminent les ombilics .de-v 
viennent, dans le cas ^e nous examinons , 

ce d<mne les deux sjst^es 

* • ' ■ 

x=o, ^=rhV6(a-*^)» et «essdb^tf 

On volt qu'un seul donne des coordonnées réelles;, et, 
dans le cas actuel, c'est le premier, puisque nous avons 
supposé ^ 5. lî V a donc deux ombilics dans le para- 
boloïde elliptique j ils se trouveni sur la parabole prin- ^ 
cipalc qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre 
chose que, les deux points que nous avons déjà' reconnus ' ' 
comme limite des sommets des lignes de courbure. ' . ^ 

. 276. Sî le pmbolo^ es( de ré?bltttie«if les fl«ÀiUcs r' ■\ 
se confondent arec le sommet t Les deux valeurs . de O - : 

deviennent ^ et i ; et les équations des ligues de cour. ^ 

bure sont j - . • 

^'=— ar» et . 

la première représente tous les plans passant par'l'axe . 
de révolution, et la secoude, des cylindres ayant pour • i 
base, sur le plan x/, des cercles de rayon arbitraire, 
ayant leur centre au sommet. Les lignes de ( ourbure sont 
donc les méridiens et les^parall^les, comme cela a lieu [. y 
dans toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des . 
centres de coiirbnre, il se compose évidemméfit ^dc.ra-^e. 
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de révolution cl <le la surface engendrée par U révolution 
de la développée de la courbe méridienDe autour du 
même axe. . , ' '•' - 

^Application à V ellipsoïde. 

^Tl, Considérons maintenant Tellipsoïde ayant pour. 

équation . ' ' * 

On trouvera par la diUîtoitiation 

• . . ^ . . ♦ 

Miatitoànt 'ces y alfiM^s dans Péquation (g), on oibtien t ^ 

+ p («» c>) 4- tf» (c* j'» — ^')] ^ 

" -4^ ft»' — •^J = 0'- 
Si l'on pose. 

elle devient ' ' 

* . . . ' 

■ • *^ S + T V'r B) I - -r=i.. 

■ équation de même forme que celle qui vient d'être trouvée 
dans ïe cas du paraboloïde, et que Ton traitera sembla- 

* blemént. Les , projections des lignes de eouribure seront * 
4eâ ellipses ou. des hyperboles, dont la discussion se fera 
8an$ éiÏBcuhé. . ^ 
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